Ministerul Educéei Nationale
Centrul Naional de Evaluarei Examinare

Examenul de bacalaur eat national 2020
ProbaE. c)

Matematica M_mate-info

M odel
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicda-informatica
Filiera vocarionala, profilul militar, specializarea matematica-informatica
» Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul delucru efectiv estede 3 ore.
SUBIECTUL | (30 de puncte)

5p | 1. Suma primilor trei termeni ai progresiei aritmet((;an)n>1 este egalcu 30. Determing a,.

5p | 2. Se considerfundia f:R - R, f(x)=x%-6x+9. Aratati ci (f o f)(3)=9.
5p | 3. Rezolvai in mukimea numerelor reale egislog, (x - 6) = 6- log, (x+ § .
5p | 4. Determina cate numere naturale de doaifre distincte se pot forma cu elementele timil

{0,1,2,3,4,}5.
5p | 5. Se considertriunghiul ABC, punctul D mijlocul laturii AC si punctul E mijlocul segmentului
BD . Aritati ca CE =%C—A—%E .
. . . Y/ Y74 . .
5p | 6. Se consider triunghiul ABC cu AB=2./3, Azz si Bzﬁ. Determing raza cercului
circumscris triunghiuluiABC .
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
a 2 1 ax+2y+z=4
1. Se consider matriceaA(a)= a 4 1| sisistemul de ecus jax+4y+z=6, undea este
1 -1 a x-y+az=1

numar real.
5p | @) Aratati ca det(A(J) = C.
5p | b) Determina numerele reale pentru care matriceA(a) are rangul 2.

5p | ¢) Determina numirul real a, stiind ci sistemul are sotie unici (o, Yo,Zo) $i X8 + Y3 +25 =3.

2. Pe mutimea numerelor reale se defiteelegea de compaig x[y = xy—%(x+ y)+g. Legea d
compoziie este asociativsi are elementul neutrazg .

5p | @ Demonstré ca xOy = (x—%)(y—%)+—;, pentru orice numere realesi y.

5p | b) Determina numerele reale nenube pentru care1 Dx[lE = xD—1Dx.
X X X

5p | c) Aratati ca nu exisé numere intregi si y, astfel incatx sa fie simetricul luiy n raport cu legea
de compozie , [

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

1. Se considerfundia f :(0,+) - R, f(x)=x%-8x+8Inx+12- 8Inz.

2

e o (x-2)?
5p | &) Aratati ca f (X):T' x0(0,+0).

5p | b) Determina ecuaia dreptei care trece prin punctAl(3,3) si este paralél cu tangenta la graficul
functiei f Tn punctul de abscisx =2, situat pe graficul funei f .
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5p

S5p
S5p

5p

c) Se consideérnumerele reala, b si ¢ astfel incat punctuM (a,b) este situat pe graficul funei
9:(0,40) -~ R, g(x)=x*-8In2+8Inx si punctul N(ac) este situat pe graficul futiei
h:(0,+o) - R, h(x)=8x~12. Demonstra ci b>c, pentru oricea][2,+co).

. . ) _x2—4
2. Se considerfungia f :R - R, f(x)==%5—.
X +4
L, 11
Aratati ca 4] f (x)dx=—-—.
a) raapcajé(x + ) (x)dx 3

b) Demonstra ca orice primitivi a fungiei f este concavpe (—oo,O] :

n - +oo

2
c) Pentru fiecare nuiin naturaln, se considér | , :Ix”f (x)dx. Demonstracd lim I, =-w.
1

Protka scrigi la matematie M_mate-info
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
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Ministerul Educéei Nationale
Centrul Naional de Evaluargi Examinare

Examenul de bacalaureat ngional 2020
Proba E. c)
Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE

Model
Filierateoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocagionala, profilul militar, specializarea matematicd-informatica
» Pentru orice soluie corect, chiar daci este diferita de cea din barem, se acogdpunctajul corespunzitor.
 Nu se acordi fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermedire pentru rezolviri par tiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
e Se acordi 10 puncte din oficiu. Nota finah se calculead prin Tmpirtirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL | (30 de puncte)
1.
a2=81+a3:>2az=al+a3 3p
2.| £(3)=0 2p
(f-1)@=1(f(3)=1(9=9 3p
-1 (x-6)(x+6)= 2 = x*- 36= 64> x*~ 106 | 3p
x=-10, care nu convinex =10, care convine 2p
4. | Cifra zecilor, fiind nenu, se poate alege # moduri 2p
Pentru fiecare alegere a cifrei zecilor, cifra &litr se poate alege in c&semoduri, deci 3
se pot formab[B5= 25 de numere P
> | cE=lco+lce 3p
2 2
Cum CB =1 CA, oQinemC—E=£C—A+—1C—B=—1C—A——1§ 2p
2 4 2 4 2
6.
C=7T—(A+B)=7—T:>sinC=£ 3p
3 2
AB _oR=R=2 2p
sinC
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.8) 1 21 1
AD)=|1 4 1=defA()=|1 4 |E 2p
1 -11 1 -1
=4+(-)+2-4-(-9)- 2= ¢ 3p
b) det(A(a)) = Z(a2 - ]) , pentru orice nuer real a 2p
jlio, deci matriceaA(a) are rangul 2- det(A(a)) = 0, de unde ofinem a=-1 sau 3p
a=1
C) | Sistemul are solie unici (X, Yo,Zy) , deci aOR\{-1,} si soluia sistemului este
( 2 .2 j 3p
a+l 'a+1
2 2\
(—j +1+(—j =3si, cumalR\{-13}, obtinema=-3 2p
a+l a+1l
Prohi scrisi la matematiz M_mate-info Model
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2.a) x y, 1.1
xOy=xy-~-Y+=+== 2
y=x 2 2 4 2 P
1) 1 1) 1 1 1) 1 . .
=x| y-=|-=| y-=|+==| x-=|| y-=|+—, pentru orice numere realesi
S G G i "y P
1 G e o O B e G T
=S x=-= || === x—= || === x——| = | =——|| x-=]| ==x|=0 1p
X 2 2)\x 2 2\Xx 2 2 X X
1——1=0:>x=2 1p
X 2
X_E:O:X:_l 1p
2 2
——-xXx=0=x=-1saux=1 2p
X
c) | Presupunemiacexisé x si y numere intregi, astfel incat sa fie simetricul luiy, deci
xOy=e, de unde o,ﬁnem(x—i)(y—})+—1:—3 2p
2 2) 2 2
(x—%)(y—%)zl:(Zx—])(Zy—]): 4, ceea ce nu convine, deoaregesi y sunt 3p
numere intreggi 4 este nurir par
SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
1.
D fo(x)=2x-8+8= 3p
X
2_ 2(x-2)°
_2x°-8x+8_2(x-2) - x0(0,440) 2p
X X
b) | Dreapta este parafetu tangenta la graficul funei f in punctul de abscisx=2, deci are
panta egalcu f'(2) 2p
Cum f'(2)=0, ecuaia dreptei estey =3 3p
)| f'(x)=0, pentru oricex0(0,+x)= f este crestoare pe(0,+w) si, cum f(2)=0, )
obtinem f (a)=0, pentru oricead[2, +«) P
f(a)=0= g(a)=h(a)=b=c, pentru oriceal][2,+) 3p
2a)| 1 1 3 1
2 — 2_ = X_— =
£(x +4)f(X)dX_J(;(X 4)dx—[3 4XJ0 3p
1 11
=——-4=-" 2
3 3 P
b) 2_
F'(x)=f(x)=x 4, Fr(x)=1f'(x)= 16x , XOR, undeF este o primitig a lui f
244 Y 3p
* (3 +4)
F"(x) <0, pentru oricexd(~e,0] , deci funtia F este concaipe (—, 0] 2p
C) nly2 _ ; 1 iy N 1n 2 _
x0[1,2] = x (x 4)5 Csi X2+42§,deC|x f(x)sgx (x 4) 2p
2 n+3 n+lY|o +4
Insj‘lx”(xz—4)dx=iL A Sling g 2 — + 4 2p
18 8{n+3 n+1]J1 (n+3(n+3 n+ 3 n+
2n+4
Cum |lim —————~=+o, oltinem Ilim |, =—
e (ne3)(neg) o OHnem M T =T 1o
Prohi scrisi la matematiz M_mate-info Model
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Evaluare si Examinare

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_mate-info

Test 1
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p
5p

5p
5p

5p

5p

e B 2 2 i
1. Ardtati ca numarul a=(4+3i)" +(3-4i)" este natural, unde i’ =1,
2. Determinati cel mai mare numar intreg m pentru care solutiile ecuatiei x2—11x+m=0 sunt

numere reale.

3. Rezolvati in mulfimea numerelor reale ecuatia log; (7X) +log, 7=3.

4. Determinati numarul de elemente ale unei multimi, stiind ca aceasta are exact 45 de submultimi
cu doua elemente.

5.7n reperul cartezian xOy se considera punctele A(2,—2), B(—4,4) si C(—4,0). Calculati aria
triunghiului ABC .

6. Determinati X € (Ogj pentru care cosxsin (% - x] —sin xcos(% - x] =% .

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

5p
5p
5p

5p
5p
5p

1 a
1. Se considera matricea A(a) =0 1 2a |, unde a este numir real.
00

a) Aritati ca det(A(1))=1.
b) Demonstrati ca A(a)A(b)=A(a+b), pentru orice numere reale a si b.
¢) Determinati matricea X € .4#%(RR) pentru care A(3)-X = A(5).

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativd X*y =2Xy —3Xx—-3y+6.

o s 3 3) 3 . )
a) Arataticad X*y=2 X_E y—E +§ , pentru orice numere reale x si y.

b) Determinati numerele reale X pentru care x*Xx =14

) Determinati numarul natural n, stiind ca (2” + g] * [2”*1 + Ej * (2“2 + Ej =220 3 .

2 2 2
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f :(1+0) >R, f(x)= ! 5 _iz'
(x-1)° X
—2(3x2 —3x+1)
a) Aratati cd f'(x)= , Xxe(1,+).

5p

5p

5p

X3 (x— 1)3
b) Determinati ecuatia dreptei care trece prin punctul A(0,3) si este paraleld cu tangenta la graficul
functiei f in punctul de abscisa X =2, situat pe graficul functiei f .

2
¢) Calculati lim (f(2)+ f(3)+...+ f(n))" .
N—-+o0

Proba scrisd la matematicd M_mate-info Test 1
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd
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5p

5p

5p

2. Se considera functia f:R >R, f(x)= VX% +1.

3 X
a) Aratati ca _f ——dx=1.
o F(¥)
1
b) Calculati [ f (x)dx.
0

X
2
C) Aratati ca exista un unic numar real X pentru care I e (gt =x.

0

Proba scrisd la matematicd M_mate-info

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Evaluare si Examinare
Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 1
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeazi prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L1 a=16+24i +9i2 +9-24i +16i% = 2p
=16-9+9-16 =0, care este numar natural 3p
2. | A=121-4m 2p
121 . . . A .. -
A>20& me —oo,T , deci cel mai mare numar intreg m pentru care solutiile ecuatiei 3p
sunt numere reale este 30
3. 1 2
1+log; x+ =3=(log; x-1)" =0
g7 0g, X (log, ) 3p
log; x=1, deci x=7, care convine 2p
4. CZ2 =45, unde n este numarul de elemente al multimii, ne N, n>2 3p
n(n-1) . 3 :
T =45 si, cum n este numar natural, obtinem n =10 2p
5. | Distanta de la punctul A la dreapta BC este egald cu 6 3p
BC-d(ABC) 4.6
Awsc :(—)2—212 2p
2 2
6. . . 1 1
COSXCOS X —Sin xsmx:5<:0052x=§ 3p
Cum xe [0,%) , obtinem X = % 2p
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.a) 110 110
A(1)=|0 1 2|=det(A(1))=0 1 2|= 2p
0 01 0 01
=1+0+0-0-0-0=1 3p
b) 1 a a?-all1 b b®-b) (1 b+a b?>-b+2ab+a’-a
A(a)A(b)=|0 1 2a ||0 1 2b |=|0 1 2b+2a = 3p
00 1 00 1 0 0 1
1 a+b (a+b)*—(a+b)
=0 1 2(a+h) = A(a+b), pentru orice numere reale a si b 2p
0 0 1
c) | A(3)A(-3)=A(0)= I3, deci inversa matricei A(3) este matricea A(-3) 2p
1 2 2
X =A(-3)-A(5) < X =A(2), de unde obtinem X ={0 1 4 3p
0 01
Proba scrisa la matematica M_mate-info Test 1

Barem de evaluare si de notare

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd

Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
Pagina 1 din 2



Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Evaluare si Examinare

2.a) 9 3 3. 3 9) 3
X#y=2Xy—3X—3y+—+—=—=2| Xy —=X—=Yy+— |+—= 3
y=2Xy y > 15 ( y > 2)’ 4j 5 p
=2| X y—§ _3 y—§ +§—2 x—§ y—§ +§ pentru orice numere reale x si y 2
2) 207 72))"2 2\ 72) 2 ’ P
b) 2 2
of =3 +3cua(x-3] =2 2p
2 2 2 4
x—§=—§ sau X—E:E,decix=—1sau x=4 3p
2 2 2 2
c) 4 2n+§_§ 2n+l+§_§ 2n+2+§_§ +§:220+§<:>22+n+n+1+n+2=220 3p
2 2 2 2 2 2) 2 2
3n+5=20,deci n=5 2p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
l.a) 2 2
fr(x)=- +== 3
(x—1)3 3 p
3 3 2 —2(3x2 -3x+1
—2X° +2X° —6X" +6Xx—-2 (
X3 (x-1) X3 (x-1)
b) | Panta dreptei care este paralela cu tangenta la graficul functiei f Tn punctul de abscisa x =2
este f'(2)=—Z 3
4
Ecuatia dreptei este y—3= f'(2)(x—0), deci y=—£x+3 2p
c) 2
. 2 1 1 1 1 1 1
lim (f(2)+ f(3)+...+f()) = lim | 2+ +...+ -=| = 3p
n—>+oo( ( ) ( ) ( )) n—>+oo[]_2 22 22 32 (n_1)2 n2
-1
2 _n?
—im (1= = him [[1+ 2 et 2p
N—>-+o0 n2 N—+00 n2
2.a
)| B B — 3
j dx=_[ dx=+vx"+1| = 3p
f(X) 0 VX°+1 0
=4-1=1 2p
b) | 1 1 .2 1
X +1
f(x)dx=|-——= [ ]dx x( X2 + )dx+ 3p
'([ '([\/ I VX2 +1 \/x +1 '[ J.\/x +1
1 1 J2+in(1+42
—xx? 11 J.\/x + dx+|n(x+\/x2+1) , deci If(x)dx:# 2p
0
©) f (t x2+1
Functia g:R >R, g(x Ie dt—x este derivabilasi g'(x)=e* ™ -1 2p
0
g'(x)>0, pentru orice numar real x, deci functia g este strict crescdtoare pe R si, cum
K0 3p
g(0)=0, existd un unic numar real X pentru care Ie dt=x
0
Proba scrisa la matematica M_mate-info Test 1
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Evaluare si Examinare

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_mate-info

Test 2
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Se considerd numdrul complex z=3—i. Aritati cd 72 —62+10=0.
5p | 2. Se considerd functia f:R—o>R, f (X) =x%+6. Determinati numarul real a, stiind ca
f(a)="f(a-2).
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, (x2 +4x + 5) =log, (2x+4).
5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea numerelor naturale de doua cifre,
acesta sd aiba produsul cifrelor egal cu 16 .
5p | 5.1n reperul cartezian xOy se considerd punctele A(0,5), B(3,3) si C(7,3). Determinati
coordonatele punctului D, stiind ca ABCD este paralelogram.
5P | 6. Se considerd E(x)= tgg - ctgg +Ctg X + 2sin 5—; ,unde xe(0,7). Aratati ca E [%} =1.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1 -2a 0
1. Se considerd matricea A(a) =0 1 0|, unde a este numar real.
2a —2a° 1
5p | a) Arditati i det(A(1))=1.
5p | b) Demonstrati ca A(a)A(b)=A(a+b), pentru orice numere reale a si b.
5p | ¢) Demonstrati ca, dacd A(n)=A(1)A(2)A(3)-...- A(2020), atunci numdrul natural n este multiplu
de 2021.
2.Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa
x*y:xy—\/§(x+y)+3+\/§.
5p | a) Aritati ca \/5*0 = \/§ .
5p | b) Demonstrati cd X *y = (x - ﬁ)(y - \@) ++/3, pentru orice numere reale X si y.
5p | c) Calculati ﬁ*ﬁ*ﬂ*...*ﬁ.
NN N
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
2
1. Se considera functia f:R >R, f(x)= LXXM' .
e
—X(x+2
5p | a) Aratati ca f’(x)=¥ , XeR.
€
5p | b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +oo la graficul functiei f .
f(x
5p | ¢) Demonstrati ca lim (g(1)+ g(2)+...+ g (n)) =i ,unde g:(0,+0) >R, g(X) = ( )2
Proba scrisa la matematica M_mate-info Test 2
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5p

5p

5p

_2x+1
x+1 "

2. Se considera functia f:(-1,+) >R, f(x)

1
a) Aritati ca J.(x+1) f(x)dx=2.
0
1
b) Aritati ci If(x)dx=2—|n2.
0

1

c) Pentru fiecare numar natural nenul n, se considerd numdrul I, = Iex (x+1)"(f (X))n dx..

Demonstrati cd 1, +2nl,_; =3"e—1, pentru orice numdr natural n, n>2.

0

Proba scrisa la matematica M_mate-info
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Evaluare si Examinare

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_mate-info

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Test 2
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeazi prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L) (3-i)’ -6(3-i)+10= 2p
—9—6i+i2—18+6i+10=0 3p
2| f(a)=a?+6, f(a-2)=(a-2)"+6 2p
a?+6=(a—2)" +6, de unde obtinem a=1 3p
3| X2 +4x+5=2x+4=x%+2x+1=0 3p
X =-1, care convine 2p
4. | Multimea numerelor naturale de doua cifre are 90 de elemente, deci sunt 90 de cazuri 5
posibile p
Multimea numerelor naturale de doud cifre, care au produsul cifrelor egal cu 16, are 3 5
elemente, deci sunt 3 cazuri favorabile P
_ nr.cazuri favorabile ~ 3 1 L
nr. cazuri posibile 90 30 P
5. | ABCD este paralelogram, deci segmentele AC si BD au acelasi mijloc 1p
Xp+Xc =Xg +Xp = Xp =4 2p
Ya+Yc =Y+ Yp = Yp =5 2p
6. T V4 V4 V4 . br
E| = |=tg—-ctg—+ctg— + 2sin— = 2
(2) 9275957993 6 P
=1—1+0+2é=1 3p
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.a) 1 20 1 20
A(l)=|0 1 0|=det(A(1)=[0 1 0= 2p
2 -2 1 2 -2 1
=1+0+0-0-0-0=1 3p
b) 1 -2a 0)1 -2b 0 1 —2b-2a 0
A(a)A(b)=| 0 1 0|0 1 o0|=] 0 1 0|= 3p
2a -2a® 1){2b —2b® 1) |2a+2b —4ab-2a’-2b® 1
1 -2(a+b) 0
= 0 1 0 |=A(a+b), pentru orice numere reale a si b 2p
2(a+b) —2(a+b)* 1
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c :
) A(n):A(l)A(Z)A(S)-...-A(2020)=A(1+2+3+...+2020)=A(Mj= 3p
= A(1010-2021), deci n=1010-2021, care este multiplu de 2021 2p
2.a) \/§*0=\/§.0—\/§(\/§+0)+3+\/_= 3p
=-3+3+/3=43 2p
b) | xxy=xy-3x—+By+3+3= 2
:x(y—\/§)—\/§(y—\/§)+\/§=(x—\/§)(y—\/§)+\/§, pentru orice numere reale x si y | 3p
C) | x*/3=+/3 si /3*y=+/3,unde x si y sunt numere reale 2p
ﬁ*ﬁ *ﬂ* * V]'OO: ﬁ*\/g *ﬂ* * “100:\/5* ﬂ* * Vloo :\/g 3
JoV2) 3 Jee (Vi NEREINCT NERRINETS P
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1.a) (2x+4)ex—( 2+4x+4)ex
t'(x)= 2 = 3p
(¢*)
eX(—x?-2x) _ 2
) ) 2
X e
(=)
b) 2
lim f(x)= lim X2y XA iy 2 3p
X—>+00 X—>+00 eX x—>+o X x—+o0 ¥
Dreapta de ecuatie y =0 este asimptota orizontald spre +oo la graficul functiei f 2p
c) 1 . (101 1
g(x):e—x,dem nl_l)Too(g(l)Jrg(2)+...+g(n)):nl_l)Tw[g+e—2+...+e—nj= 2p
n
NOIE
—lim- 8 - 3p
N—>-+o0 € 1_1 e-1
e
2a) | 1 1 1
j(x+1) f (x)dx:I(2x+1)dx=(x2+x) = 3p
0 0 0
=1+1=2 2p
b) | 1 1 1 1 1
Jf(x)dx=.|‘2X+1dx=.[(2—i)dx=2x —In(x+1)| = 3p
0 0 X+1 0 X+1 0 0
=2-In2+In1=2-1In2 2p
C) 1 1 1
lp = [e* (2x+1)" dx=e*(2x+1)"| —2n[e* (2x+1)" " dx= 3p
0
0 0
=e-3"-1-2nl,4, deci I, +2nl,; =3"e—-1, pentru orice numir natural n, n>2 2p
Proba scrisa la matematica M_mate-info Test 2

Barem de evaluare si de notare

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd

Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
Pagina 2 din 2




Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Evaluare si Examinare

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_mate-info

Test 3
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi 10 puncte din oficiu.
o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Se considera numarul complex z=1+1i. Aratati cd 2z — 72=2.
5p | 2. Se considera functia f:R—>R, f(x)= x2—mx+2m, unde m este numir real. Determinati
multimea valorilor reale ale lui m, stiind ca f (x)>0 pentru orice numar real X.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logg («/; +1) +logs («/; —1) =2.
5p | 4. Determinati numarul de elemente ale unei multimi, stiind ca aceasta are exact 32 de submultimi.
5p | 5.1n reperul cartezian xOy se considerd punctele A(01) B(25) si C(6,1). Determinati
coordonatele punctului D, stiind ca AB+ AC = AD .
5p | 6. Determinati X € (O, %) pentru care sin (% - x) - cos(% - x) =sin X —CcosX.
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1 00 a 0 2-a
1. Se considera matricele 1;={0 1 0|si A(a)=| 0 2 0 |, unde a este numar real.
0 01 2-a 0
5p | a) Aratati ca det(A(2))=8.
5p | b) Demonstrati ca A(a)A(b)=2A(ab—a—b+2), pentru orice numere reale a si b.
5p | €) Determinati perechile de numere intregi p si q pentru care A(p)A(q)=4l;.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa X* y = —g Xy+X+Y.
e 3 5 5) 5 . .
5p | @) Aratati ca X*y = X_§ y—g +§ , pentru orice numere reale x si y.
5p | b) Aratati ca X553 , pentru orice X €(0,+0).
3 3x 3
5p | c) Calculati E*E*§**@
3 33 3
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f:R >R, f(x)=4x- In(x2 +1).
2(2x% -x+2)
5p | a) Aratatica f '(X):Z— , XeR.
X“+1
Sp | b) Calculati lim (f(x+1)— f(x)).
X—>+0
5p | ¢) Demonstrati ca functia f este bijectiva.
2. Se considera functia f :(-55)—> R, f(x)=v25- Y
1
5p | a) Aratati ca I f 2(X)dx -4
0 3
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3
5p | b) Calculati .HX f (x)[dx.
-3
p 1
5P | ¢) Pentru fiecare numdr natural nenul n, se considerd numarul |, =J. ———dx. Demonstrati ca sirul
o F1 (%)
(1h),s, €ste monoton.
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Test 3
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informaticdi
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finald se calculeaza prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L 2z—22 =2(1+i)-(1+i) = 2p
=2+2i—(1+2i+i%)=2+2i-2i=2 3p
2.| A=m?—8m 2p
f (x)>0 pentru orice numir real x, deci A <0, de unde obtinem m e (0,8) 3p
3 |ogs((&+1)(&—1))=2:(&)2—1:52 3p
X =26, care convine 2p
4. | O multime cu n elemente are 2" submultimi 2p
2" =32, deci n=5 3p
5.1 AB+ AC = AD = ABDC paralelogram, deci segmentele AD si BC au acelasi mijloc 3p
Coordonatele punctului D sunt x=8 si y=5 2p
| (5o cof 5o
sin| =—x |=cosX, cos| ——X |=sinx 2p
2 2
COS X —SiN X =SiN X —COS X <> COSX =SiN X si, cum Xe[O,%j,Ob'ginem x=% 3p
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.a) 2 00 2 00
A(2)={0 2 0|=det(A(2))=[0 2 0= 3p
0 0 2 0 0 2
=8+0+0-0-0-0=8 2p
b) 4-2a-2b+2ab 0 2a+2b-2ab
A(a)A(b)= 0 4 0 - 3p
2a+2b—-2ab 0 4-2a-2b+2ab
ab-a-b+2 0 2—(ab-a-b+2)
=2 0 2 0 =2A(ab—a-b+2) , pentru orice numere 2
2—(ab-a-b+2) 0 ab-a-b+2
reale a si b
)| A(pa-p-q+2)=2l3 A(pg-p-q+2)=A(2)< pg-p-q=0 2p
Cum p si g sunt numere intregi, din (p—-1)(q—1)=1, obtinem p=0, q=0 sau p=2, 3
g=2
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22) x>1<y——§xy+§ §x+y——§x y—§ y—§+§— 3
57753 577 73)7 77373 P
—(y—EJ(—§x+1j+§——§(x—§j(y—§}t§ pentru orice numere reale x si y 2
35 37 s 3" 3)7® ’ P
b) 2
5x_5 3(5x 5)(5 5) 5 5(x-1)° 5
——=— == — - l+==2—2+>, xe(0,+) 3p
3 3x 503 3/\3 3/ 3 3 «x 3
2
5(x-1 . .
x>0:>(—)20,de0|g*izipentruonce x €(0,+) 2p
3X 3 3x 3
C) 5 5 .5 5 .
X*—=—si —*y=—,unde X si y sunt numere reale 3p
3 33 3
1 2 3 2020 1 4\ 5 6 2020 5 (6 2020 5
e T e e el L R et B [ JUE s 2p
3 3 3 3 3 3) 3 3 3 3 \3 3 3
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
l.a) 1
f'(x)=4- -2X = 3
( ) X% +1 P
Ax2 +4—2x 2(2x2—x+2)
= 5 = 5 , XeR 2p
X~ +1 X~ +1
b) 2
lim (f(x+1)-f(x))= lim {4—In%]= 2p
X—>+00 X—>+00 X°+1
—4-In1=4 3p
€) | f'(x)>0,pentruorice xe R = f este strict crescitoare pe R, deci f este injectiva 2p
lim f(x)=—0, lim f(x)=+w si f este continud pe R= f este surjectivd, deci f
X—>—00 X—>+00 3p
este bij ectivé
2.a) 311
X
f 25 X2 )dx=| 256x—— || = 3
_25_£:E Zp
3 3
b) | 3 0 3
j|xf(x)|dx=—jx\/25—x2dx+_[x 25— x% dx = 2p
-3 -3
1 |0 3 125 64 64 125 122
=—(25—x )2 (25— ) 2 3p
3 3 3 o 3 3 3 3 3
©) Lo L1 Lo 1
In+1—ln=j T dx—j dx = -1 |dx 2
. £+ (x) 0 f”(x) 0\/(25_X2)n \/25—X2 p
1 . 1 . .
— >0si —2—1<0, pentru orice x[0,1]= I,,;—1, <0, pentru orice
n
(25—x2) 25X 3p
numar natural nenul n, deci sirul (1) , este descrescétor
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Examenul de bacalaureat national 2020

Proba E. c)
Matematica M_mate-info

Test 4
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL | (30 de puncte)
5p | 1. Aratati ca suma patratelor elementelor multimii M = {n € N| n-1< 2} esteegalacu 5.
5p | 2. Se considerd functia f :R >R, f (X) =x2—mx+5, unde m este numdr real. Determinati numérul
real m, stiind ca varfului parabolei asociate functiei f are abscisa egala cu 3.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia VX +2 =~+8—X.
5p | 4. Determinati numarul submultimilor cu 10 elemente ale unei multimi cu 12 elemente.
5p | 5.1n reperul cartezian xOy se considera punctele A(5,1) , B(—1,3) si C (8,10) . Determinati ecuatia
dreptei paralele cu dreapta AC si care trece prin mijlocul segmentului CD, unde punctul D este
mijlocul segmentului AB.
5p | 6. Calculati S =cosz +cos2z +c0s37x +...+ 0520207 .
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
100 1 —x
1. Se considera matricele 13={0 1 0|si A(x)=| 1 0 1 |,unde X este numar real.
0 01 -Xx 1 x
5p | @) Aratati ca det(A(l)) =—4,
5p | b) Demonstrati ca det( A(x)A(y)—A(2xy))=0, pentru orice numere reale x si y.
5p c) Determinati numarul natural n pentru care A(l) A(%j + A(Z) AGJ +...+ A(lOlO) A(T]-ZOJ =nlj;.
5
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativd X*y = ({r’/; + §/§ ) .
5p | a) Ardtati ca 2° #3° =5°,
5p | b) Determinati numdrul real x, stiind ca 2° % X° % (243X5) =100000.
5p | ¢) Se considera numerele M =1°%2%%..%10° si N= 5°.11°. Demonstratica M —N =0.
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
. . -1
1. Se considera functia f :(0,+0) >R, f(x)= X_l +In(x+1)-Inx.
X+
e o ey x—1
5p | @) Aratati ca f'(x) =, X €(0,+x).
X(x+1)
5p | b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +oo la graficul functiei f .
5p | ¢) Demonstrati ca graficul functiei f nu intersecteaza axa OX .
2. Se considera functia f:R >R, f(x)= VX241,
b 4
5p | &) Aratati ca I f2 (x)dx=—.
0 3
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1
5p | b) Calculati .HX f (X)| dx.
1

X

[t-f(t)dt

5p | ¢) Calculati lim 2

x—0 x2
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Test 4
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicda-informaticdi
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazi prin impirtirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1| n<3=M={012} 3p
Suma patratelor elementelor multimii M este 02 +12 +2% =5 2p
Abscisa varfului parabolei asociate functiei f este —ZE:% 2p
a
g:3,decim=6 3p
3. | X+2=8-x=2x=6 3p
x =3, care convine 2p
4. | O multime cu 12 elemente are CiY submultimi cu 10 elemente 3p
12-11
0 _ 2" _66 2p
2
5.1 D(2,2),deci M(5,6),unde M este mijlocul segmentului CD 2p
Mpc =3, deci ecuatia dreptei paralele cu dreapta AC si care trece prin punctul M este
y—6=3(x-5),deci y=3x-9 3
6. | cos2kz =1 si cos(2k +1)z=-1, unde k e Z 2p
S=(-1)+1+(-1)+1+...+(-1)+1=0 3p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 1 1 -1 1 1 -
A)=| 1 0 1 |=det(A(1))=|1 0 1|= 2p
-1 1 1 -1 1 1
=0+(-1)+(-1)-0-1-1=-4 3p
b) 1+2xy 0 1-—2xy 2xy 1 —2xy
A(x)A(y)=| 0 2 0 |, A(2xy)=| 1 0 1 |, pentruorice numere )
1-2xy 0 1+2xy =2xy 1 2xy P
reale x si y
1 -1 1
det(A(x)A(y)-A(2xy))=|-1 2 —1=0, pentru orice numere reale x si y 3p
1 -1 1
C) . 2 00
A(X)A(z—j =10 2 0 |=2l3, pentru orice numar real nenul X 2p
X
0 0 2
A1) A(1j+ A(2) AH+...+ A(1010) A(LJ ~1010-213, deci n = 2020 3p
2 4 2020
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2.a 5
| ew = (Y55 - 3
—(2+3)°=5° 2p
b 5
) 25*x5*(243x5)=(§/2>5+§/x75+\5/243x5) —(2+x+3x)° = (2+4x)°, unde X este mumr | 5
real
(2+4x)5 =10°, deci x=2 2p
c 5 5
) 15*25=(§/i5+%5j =(1+2)5,15*25*35=(%5+§ﬁ5+%5) —(1+2+3) 2p
5
|v|=15*25*35*...*105=(%5+§/§5+535+...+%5) =243+ +10F =S AL =N, |
de unde obtinem M —N =0
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
la)| x+1)-(x-1) 1 1
gL 11 2
(x+1) X+1 X
2
:2x+x(x+1)—2(x+1) _ o x-1  xe(0,40) 3p
X(x+1) X(x+1)
b _
" dim f(x)= tim (X—1+|nx—+1j=1+|n1=1 3p
X—>+00 x—>+o\ X+1 X
Dreapta de ecuatie y =1 este asimptota orizontala spre +oo la graficul functiei f 2p

c) | f'(x)<0, pentru orice xe(0,1], deci f este descrescitoare pe (0,1] si f'(x)=0, pentru
orice xe[l,+x) , deci f este crescitoare pe [1,+c0)= f(x)>f (1), pentru orice| 3p

Xe(0,+oo)
f(1)=In2>0= f(x)>0, pentru orice x & (0,+), de unde obtinem ca graficul functiei f 2
Nnu intersecteaza axa OX
2a) | 1 1 3 1
f2(x)dx = [(x% +1)dx = X—+x = 3
[ 12000 (s o2 x| ;
1 4
=—+1-0=— 2
3 3 P
b) | 1 0 1
[ ()] dx == [ xd/x® +1dx+ [ xa/x? +Ldx = 2p
-1 -1 0
3]0 31 _
=—l(x2+1)2 +l(x2+1)2 =—l+2\/§+2\/§—£=4\/E 2 3p
3 -1 3 o 3 3 3 3 3
C) X
[t f(t)dt
: : ) - xf(x) 3p
Din regula lui I’Hospital, lim 5 = lim =
x—0 X x=>0 2X
2
_pim ¥t L 2p
x>0 2 2
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_mate-info

Test 5
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p | 1. Se considerd numerele complexe z; =3-3i si z, =5-6i . Aratati cd 2z, —z, =1.

5p | 2. Se considerad functia f:R—>R, f(x)=x+15. Determinati numdrul real m pentru care
f(m)+f(m+1)=35.

5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2-3* — 31 427=0.

5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale de trei cifre, acesta
sa fie multiplu de 25.

5p | 5.1n reperul cartezian xOy se considerd punctele A(6,4), B(-2,6). Determinati numerele reale a
si b, stiind ¢, dacd C(a,b), atunci AC =CB.

5p | 6. Se considera triunghiul ABC , dreptunghic in A, cu AB=4. Stiind ca aria AABC este egald cu
6, calculati lungimea laturii BC .

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

2 2 1 2X+2y+12=3
1. Se considera matricea A(a)=|2 a+1 a| si sistemul de ecuatii {2x+(a+1)y+az=3, unde
a 6 4 ax+6y+4z=a+3
a este numar real.
5p | a) Aratati ci det(A(a))=(a—1)(a—4), pentru orice numir real a.
5p | b) Aratati ci nu existd niciun numdr real a pentru care (A(4)— A(1))- A(a)=A(a)-(A(4) - A(1)).
5p | ) Determinati numerele intregi a, pentru care sistemul de ecuatii are solutia unica (Xo, Yg,Zg) CU Xo,
Yo Si Zg numere intregi.

. » . 100(x+y)
2. Pe multimea M = (—10,10) se defineste legea de compozitie asociativd X*y=———"2=.
Xy +100
5p | @) Aratati ca 3*0=3.
5p | b) Se considerd f:M —(0,4), f(x)= 18_)( . Demonstrati ca f(x*y)=f(x)f(y), pentru
+ X

orice X, yeM .

5p | ¢) Determinati xe€ M pentru care x*x*...xx=0.
dellori x
e

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f :R >R, f (X):ex(x2 —4x +1).

5p | a) Ardtati ca f'(x)=e*(x-3)(x+1), xeR.

5p | b) Determinati abscisele punctelor situate pe graficul functiei f , in care tangenta la graficul functiei
f este paralela cu dreapta de ecuatie y =2020.

5p | ¢) Determinati valorile reale ale lui a, stiind ca graficul functiei f intersecteaza dreapta de ecuatie
y =a 1n exact trei puncte.
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2. Se considera functia f :(1,4) >R, f(x)=Inx +% :
X

5p | &) Aratati ca orice primitiva a functiei f este strict crescatoare pe intervalul (1, +oo) .
2

e
.l
5p | b) Calculati ;[ X( f(x)—In X)dx.
a
5p | €) Determinati numarul real a, a>e, stiind ca I Inxdx=2a.
e
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_mate-info

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 5
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeazi prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1] 223-2,=2(3-3i)—(5-6i)= 2p
=6-6i—5+6i=1 3p
2. | m+15+(m+1)+15=35 2p
2m+31=35=>m=2 3p
3.1 3(2-3)+27=03" =27 3p
x=3 2p
4. | Sunt 900 de numere naturale de trei cifre, deci sunt 900 de cazuri posibile 2p
Numerele natural_e de trei_cifre care sunt multipli de 25 sunt 25-4, 25-5,..., 25-39, deci 2
sunt 36 de cazuri favorabile
_nr.cazuri favorabile 36 1
" nr. cazuri posibile 900 25 1p
5. | AC =CB, deci punctul C este mijlocul segmentului AB 3p
a=2,b=5 2p
° AAABC=AB'AC:>6=%:>AC=3 3p
BC =5 2p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
l.a) 2 2 1
det(A(a))=|2 a+1l a=8a+8+12+2a*-a’-a-12a-16= 3p
a 6 4
=a’-5a+4=(a-1)(a—4), pentru orice numir real a 2p
b) 000 0o 0 0
A(4)-A(1)=|0 3 3|, (A(4)-A(1))A(a)=3/a+2 a+7 a+4| unde a este numar 3
300 2 2 1
real
1 2 2
A(a)(A(4)-A(1))=3la a+1 a+1| deci A(a)(A(4)-A(1))=(A(4)-A(1))A(a), 2
4 6 6
pentru orice numar real a
C) | Sistemul are solutia unica (Xy, Yp.2o) , deci aeZ\{1,4} si solutia sistemului de ecuatii este
a-3 a-6 a-6 3p
(a—4'a—4'_a—4j
Cum X, Yo, Zg si @ sunt numere intregi, obtinem a=3 sau a=>5, care convin 2p
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2.a
) 300 200(3+0) _ 3
3-0+100
300
= —_——= 2
100 P
b) 10 100(x +Y)
f(x y)— Xy +100 10xy—100x—100y+1000_xy—le—10y+100_ 3
10, 100(x+ ) " 10xy +100x-+100y +1000 ~ xy +10x +10y +100 P
Xy +100
-10)(y-10 - -
_(x-10)(y-10) |10 x 10 y=f(x)f(y),pentruorice X, yeM 2p

(x+10 y+10) T 10+X 10+

c)
f(x*x*.. XJ—f( ), deci (%) (x)...f(x)=f(0) e (f(x)" =1 3p

de 11 ori x dellori f(x)
=1<10-x=10+x, deci x=0, care convine 2p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
la) | '(x)=e"(x2 —4x+1)+ex(2x—4): 3p
ex(xz—2x—3)=ex(x—3)(x+1), XeR 2p
b) Tangenta la graficul functiei f 1n (XO, f (Xo)) este paraleld cu dreapta de ecuatie )
y=2020< f'(x5)=0 P
€0 (%9 —3) (X +1)=0<> Xy =—1 sau xy =3 3p
c
1 dim £(x)=0, F(-1)=2, £(3)=26% i lim £ (x)=0 2p
X—>—00 € X—>+00
Cum f este continud pe R si f este strict monotond pe (—o0,—1), pe (-13) si pe
(3,4), graficul functiei f intersecteaza dreapta de ecuatic y=a Tn exact trei puncte 3
< f(x)=a are exact trei solutii reale <> a e (OEJ m(—ZeS,gjm(—Ze3,+oo) :(Oéj
e e e
2.a) . .. , 1
F:(1,+0) > R este o primitivd a functiei f = F (X)z f (X)z |nx+|— , Xe(1,+00) 2p
nx
F'(x)>0, pentru orice x e(1,+x), deci F este strict crescdtoare pe intervalul (1,+o) 3p
b) | 2 e? 2
1 1 1 €
—(f(x)=Inx)dx=| =-—dx=In(Inx)| = 3
T2t 00 mx)ac= [ 2 2 ax-tnm)| .
e e
=In2-In1=In2 2p
C)| a a
jlnxdx=x|nx I Lix=alna-e- (a—e)=alna-a 3p
e e
alna-a=2a<a(lna-3)=0 si, cum a>e, obtinem a=¢> 2p
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematici M_mate-info

Test 6
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL | (30 de puncte)

2 2
5p | 1. Determinati partea reala a numarului complex z = (1+ h/g) - (1— |\/§) .

5p | 2. Se considerd functia f :R >R, f(x)=5-2x. Aratatica f(0)- f(1)- f(2)- f(3)- f(4)- f(5)<0.

5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, X + =2.

09, X

5p | 4. Se considerd multimea A= {1,2,3, 4, 5,6,7,8,9,10}. Determinati numarul de submultimi cu 3
elemente ale lui A, care contin exact 2 numere impare.

5p | 5. Se considera triunghiul ABC si punctele M, N si P astfel incit AM =2AB, BN =2BC si
CP =2CA. Stiind cd O este un punct oarecare din plan, aritati ci OM +ON +OP =0OA+ OB +OC .

5p | 6. Stiind ¢ x e(7,27) si cos2x =% , calculati sinx .

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
2 a 2 2x+ay+2z=4

1. Se considerd matricea A(a) =[3 a 2| sisistemul de ecuatii {3x+ay+2z=1,unde a si b
2 a b 2X+ay+5z=>b

sunt numere reale.
5p | @) Ardtati ca det(A(1))=-3.

5p | b) Pentru a=-1 si b=-2, rezolvati sistemul de ecuatii.
5p | ¢) Determinati numerele reale a si b pentru care sistemul de ecuatii este compatibil nedeterminat.

2. Pe multimea G = (1,+0) se defineste legea de compozitie asociativd X *y = \/XZy2 —x?—y?42.

5p | &) Aratatica X*y = \/(Xz —1)(y2 —1)+1 , pentru orice X, yeG.

5p | b) Determinati elementul neutru al legii de compozitie ,, * ™.

5p | ¢) Stiind ca (G,*) este grup, demonstrati ca functia f:M —G, f(x)=+x+1 este un izomorfism
de la grupul (M ,~) la grupul (G,*), unde M =(O,+oo) si ,,-” reprezintd operatia de Tnmultire a
numerelor reale.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f :R—>R, f(x)=(x+1)e™*.
5p | a) Aratatica f'(x)=-xe *, xeR.

(f(n)"

nc

5p | b) Calculati lim
n—’Jf""e”(f(nJrl))

5p | ¢) Determinati multimea valorilor reale ale lui m pentru care ecuatia f (X)=m are doud solutii reale
distincte.
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2. Se considera functia f :(-1+) >R, f(x)= X+%.
J’_
1
5p | a) Aritati ca [(f(x)-x)dx=2In2.
0
‘ 2
5p | b) Calculati {(f (x)—X—Hjln xdx .
p 1
5p | ¢) Determinati ae(0,+) pentru care j2f(x)F(x)dx=Z+ln4+ln2a, unde F este primitiva
0
functiei f pentru care F(0)=0.

Proba scrisa la matematica M_mate-info Test 6

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informaticd
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica-informatica
Pagina 2 din 2



Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Evaluare si Examinare
Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 6
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeazi prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L 2214203 +312 - (1-2i3+31%) =413 3p
Partea reald a lui z este 0 2p
2.1 (3)<0, f(4)<0, f(5)<0 2p
f(0)>0, f(1)>0si f(2)>0,deci f(0)-f(1)-f(2)-f(3)-f(4)-f(5)<0 3p
N (Iogzx—l)Z:O:Iogzx:l 3p
X =2, care convine 2p
4. | Numarul de submultimi cu 3 elemente ale lui A, care contin exact 2 numere impare este 3
egal cu C2-Ci = P
5.4
=2 " .5-50 2
> p
5.1 OM +ON +OP =0OA+ AM + OB + BN + OC + CP =OA+ 2AB+ OB + 2BC + OC + 2CA= | 3p
=ﬁ+@+ﬁ+2(ﬁ+ﬁ+@)=ﬁ+@+ﬁ 2p
6. 1—25in2x=1<:>sin2x=1 3p
3 3
Cum Xe(;r,27r) , obtinem sin Xz—ﬁ 2p
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
la) 212 212
A(l)=|3 1 2|=det(A(1))=]3 1 2= 2p
215 215
=10+6+4-4-4-15=-3 3p
b) 2X—y+2z=4
Sistemul de ecuatii devine <3x—y+2z=1 si, cum det(A(-1)) =30, sistemul de ecuaii )
2X—-y+5z2=-2 P
este compatibil determinat
x=-3,y=-14,z2=-2 3p
c) 2 a2 212
det(A(a)): 3 a 2/=a|3 1 2/=-3a, pentru orice numar real a si, cum det(A(a))zo,
2p
2 a5 2 15
obtinem a=0
5 3 2 2 4
‘3 2‘=—2¢0§i 3 2 1/=0,deci 38—-2b=0, de unde obtinem b =19 3p
2 5 b
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2.a) x*yz\/xzyz—xz—y2+1+1= 3p
=\/x2(y2 —1)—(y2 —1)+1:\/(x2—1)(y2—1)+1 , pentru orice X, y € G 2p
b) x*e=x<:>\/(x2 —1)(e2—1)+1=x<:>(x2—1)(e2—1)=x2 —1, pentru orice xeG , deci 3
e?-1=1 si, cum € € G, obtinem e=2
Cum \/E*x=\/(2—1)(x2 —1)+1=\/X_2:X, pentru orice xe G , obtinem ca e=+/2 este 2
elementul neutru al legii de compozitie ,, *”
c) f(x)*f(y)=\/(f2(x)—1)(f2(y)—1)+1=\/(x+1—1)(y+1—1)+1= xy+1=f(xy) ]
p
pentru orice X, ye M , deci f este un morfism de la grupul (M,-) la grupul (G,*)
f este continua, f este strict crescatoare pe (0,+w), lim f(x)=1si lim f(x)=+0,
x—0 X—>+00 2p
deci f este bijectivai= f este un izomorfism de la grupul (M,-) la grupul (G,*)
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
13) | /(x) =16+ (D)o (1) = 3p
=(1-(x+1))e* =—xe™*, xeR 2p
b n
o) (Ceemer oy
= o | ~\haa) pentru orice numar natural n 2p
e"((n+1)" Le(n+2)e ™ ] An+2
-n
n+2 \ni2
f n n _ — n+
im M) (”—”j — lim [1+—1j o R 3p
n—>+ooen(f(n+1))” n—+oo\ N+ 2 N—>+o0 n+2 e
C) . . —x - .o X+1
lim f(x)= lim ((x+1)e ):—oo si lim f(x)= lim —==0 2p
X—>—00 X—>—00 X—>+00 X—>+0 @
Cum f este continud pe R, f este strict crescatoare pe (—,0), f(0)=1si f este strict 3
descrescatoare pe (0,+0), ecuatia f (x)=m are doud solutii reale distincte < m(0,1) P
22) | 1 1, 1
f(x)-x)dx=|——dx=2I 1 = 3
'([( (x)—x)dx ey x=2In(x+ )0 p
=2In2-2Inl= 2In2 2p
b) | e «2 e e.2
I( jlnxdx ~|.xlnxdx——lnx IX— 1dx= 3p
1 1 2 11 2 X
x2 e
_e X e +1 20
2 451 4
c) 2
F este primitivialui f si F(0)=0,deci F:(-1+0)>R, F(x)=?+2ln(x+1) 1p
1 1 14
[21 (x)F (x)dx= [ 2F (x) F'(x)dx = F?(x) =Z+2In2+4ln22 2p
0
0 0
1+2In2+4|n22=1+In4+ln2a<:>4ln22=Inza,deCi Ina=-2In2 sau Ina=2In2, de
1 2p
unde obtinem a:Z sau a =4, care convin
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematici M_mate-info

Test 7
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
. , 2
5p | 1. Determinati partea intreagd a numarului real X = (\/5 —1) .
5p | 2. Se considera functia f:R >R, f (x) =x% - 2x. Determinati abscisele punctelor de intersectie a
graficului functiei f cu dreapta de ecuatie y =2x-3.
1 7-2x
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 4%72 = [Zj .
5p | 4. Determinati numarul submultimilor cu trei elemente ale multimii A= {1, 2,3,4,5,6,7,8, 9,10} .
5p | 5.Tn reperul cartezian xOy se considerd punctele A(L,3), B(2,5). Determinati coordonatele
punctului C pentru care AC =2AB.
5p | 6. Calculati perimetrul triunghiului ABC, stiind ca AB=2, AC =3 si m(«<BAC)=60°.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
0 0O 1 0 3 1 0 1
1. Se considers matricele O;=|0 0 0], A(a)=|0 1 a|si(A(a))=|0 1 -a|,unde a
0 0O 1 -a 0 3 a 0
este numar real.
5p | @) Aratati ca det(A(Z)) =1.
5p | b) Demonstrati c, pentru orice numar rational ¢, matricea A(q) este inversabila.
o5p c) Se considera matricea B(a) = A(a)—(A(a))t. Determinati numerele rationale p pentru care
B(p)B(p)B(p)+5B(p)=0;.
2. Pe multimea G = (0,1) se defineste legea de compozitie asociativd X*y = S S .
2Xy—-X—-y+1
5p | a) Aratati ca l*l = 1 .
335
5p | b) Verificati daca e = % este elementul neutru al legii de compozitie ,, *”.
5p | ¢) Stiind ca (G,*) este grup, demonstrati ca functia f:G—>M , f(x)= 1 —1 este un izomorfism de
X
la grupul (G,*) la grupul (M,-), unde M =(0,+) si ,,-” reprezintd operatia de Inmultire a
numerelor reale.
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f :(0,+0) >R, f(x)=xInx.
5p | a) Aratatica f'(x)=1+Inx, xe(0,+x).
op b) Determinati m € (0,+) pentru care tangenta la graficul functiei f Tn punctul M (m, f (m)) este
paralela cu dreapta de ecuatie y =2X.
. 1 .
5p | ¢) Demonstrati ca xInx+=>0, pentru orice X € (0,+).
€
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2. Se considera functia f :R >R, f(x)=cosx.

T
2 1
5p | a) Aratati ca fsin x f (x)dx:a .
0
1X
5p | b) Calculati lim =| f (t)dt.
x—>+ooXO

5p | ) Pentru fiecare numar natural nenul n, se considerd numarul I, =

sirul (1), este convergent.

z
.T
0

(f (x))n dx . Demonstrati cd
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Test 7
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informaticdi
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finald se calculeazi prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
2
L 0<\/§—1<1:>0<(\/§—1) <1 3p
Partea intreagd a numarului real x este 0 2p
2. f(x)=y e x*-2x=2x-3 x* —4x+3=0 3p
Xx=1sau x=3 2p
3| 42 =42 o x—2=2x-7 3p
Xx=5 2p
4. | Numarul submultimilor cu trei elemente ale multimii A este egal cu C130 = 3p
10!
=————=120
31(10-3)! 2P
5. | —= .5 " . . 1+xc . 3+Yc
AC =2AB < B este mijlocul segmentului AC, deci 2= > si 5= > 3p
6.
cos({BAC):% si BC? = AB® + AC? - 2. AB- AC-cos(«BAC), deci BC =7 3p
Puagc = AB+BC + AC =5++/7 2p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 1 0 3 1 0 3
A(2)=[0 1 2|=det(A(2))=0 1 2= 2p
1 -2 0 1 -2 0
=0+0+0-3-(-4)-0=1 3p
b) | det(A(a))=a? -3, pentru orice numir real a 2p
Pentru orice numir rational ( , det(A(q)) #0, deci matricea A(q) este inversabila 3p
) 0 0 1 1 p 0
Pentru orice numdr rational p, B(p)=2| 0 0 p|, B(p)B(p)=—4|p p? 0 5
-1 -p 0 0 0 1+p? P
si B(p)B(p)B(p)=-4(p® +1)B(p)
2 1 1 .
(1—4p )B(p)=03<:> p:—E sau pzz,careconvm 2p
22) 11
33
Tl = 3p
p 11 1 1.,
33 3 3
19 1
95 5 P
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b) 1 1
1 ) "2
X* == = =X, pentru orice xeG 2p
1 1 1
2-X-——Xx—-=+1 =
2 2 2
1 1
1 52X B 1 . 1
— kX = 1 1 =1 =X=X#*=, pentru orice XxeG si, cum —eG, obtinem ca
2 2-—-X—-——=-x+1 = 2 2 3p
2 2 2
1 .. .
e= > este elementul neutru al legii de compozitie ,,*”
c) 2xy—x—-y+1 . xy-x-y+1 (x-1)(y-1) x-1 y-1
f(xny) o 2Y=Xoyrl ) xyoxeyel (DY X2 y=l )
Xy Xy Xy X oy 3p
pentru orice X,y G, deci f este un morfism de la grupul (G,*) la grupul (M)
f este continua, f este strict descrescatoare pe (0,1), lim f (x)=+0 si lim f(x)=0,
x—0 x—1 2p
deci f este bijectiva= f este un izomorfism de la grupul (G,*) la grupul (M)
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
L1a) | f'(x)=x"Inx+x-(Inx)'= 2p

=Inx+x-1=1+lnx, x €(0,+x) 3p
X

b) | Tangenta la graficul functiei f n M (m, f(m)) este paraleld cu dreapta de ecuatie

2
y=2x< f'(m)=2 P
1+Inm=2=m=e, care convine 3p
)| ., 1., . 1 _ _ 1) .
f'(x)=0<x==, f'(x)<0, pentru orice xe| 0,= |= f strict descrescatoare pe | 0,~ | si
e e e
, . 1 . 3 1 . 1 3p
f'(x)>0, pentru orice xe| =,+o |= f strict crescatoare pe | =,+o |, deci f(x)>f| =],
e e e
pentru orice x € (0,+w)
xInxz—l,deci xIn x+120, pentru orice x € (0,+x) 2p
e e
2.&) T T
= = T
2 2 1 z
J'sinxf(x)d IS|nxcosxdx—ES|n x|2 = 3p
0 0 0
1 1
==(1-0)== 2
2( ) 2 P
b) | x X
I f dt = Icost dt =sint| =sinx, pentru orice numar real X 2p
0 0 0
1% 1
lim = f(t)dt= lim =-sinx=0 3p
X—>+o0 X 0 X—>+00 X
c) z
o )
Xe O,E , 0<cosx<1=0<cos" x<1= I, 1, =Icos” x(cosx—1)dx<0= 1,4 <1, 2p
L4 0
pentru orice numar natural nenul n, deci sirul (I, )n21 e descrescator
Xe 0,% = cos" x>0=> 1, >0, pentru orice numir natural nenul n, deci sirul (In )n>1 este 3
L 2] - p
mirginit inferior, de unde obtinem ca sirul (1,) ., este convergent
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_mate-info

Test 8
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi 10 puncte din oficiu.
o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL | (30 de puncte)
5p | 1. Determinati suma elementelor multimii A= {x eNJx< J§} :
5P | 2. Determinati numerele reale m si n, stiindca f(1)=2 si f(2)=1,unde f:R—>R, f(X)=mx+n.
Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 16* +2-4*-8=0.
5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegdind un numar din multimea numerelor naturale de trei cifre, acesta sa
aiba cifra sutelor un numar prim.
5p | 5. Se considerd paralelogramul ABCD si punctul O, intersectia diagonalelor acestuia. Aratati ca
OB+0OC=AB.
Sp | 6. Determinati sinx , stiind ca x e (37”,272') si COSX= % :
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
2 a 1 2x+ay+z=1
1. Se considera matricea A(a)=|a-3 a 1| sisistemul de ecuatii {(a—3)x+ay+z=2a-1,
3 2a-11 3x+(2a-1)y+z=1
unde a este numar real.
5p | @) Aratati ca det(A(0))=5.
5p | b) Determinati multimea valorilor reale ale lui a pentru care sistemul de ecuatii este compatibil
determinat.
5p | ¢) Determinati numarul real a, stiind ca sistemul de ecuatii are solutie unica (Xg, Yo,Zg) si Xo, Yo Si
Zy sunt, in aceastd ordine, termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa si cu element neutru
Xy
XkYy=X+y——.
y y 3
5p | a) Aratati ca 1%3=3.
o < 26
5p | b) Determinati numarul real X pentru care X X*X = re
5p | ¢) Determinati numerele naturale n ale caror simetrice in raport cu legea de compozitie ,,*” sunt
numere naturale.
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f :(0,+0) >R, f(x)= x* —4Inx.
, 4(x—1)(x+1)(x2+1)
5p | a) Aratatica f'(x)= , Xe€(0,+0).
X
5p | b) Determinati ecuatia asimptotei verticale la graficului functiei f .
5p | c) Demonstrati ca, pentru fiecare numar natural n, n>2, ecuatia f(x)—n=0 are doua solutii reale
distincte.
2. Se considerd functia f:R—>R, f(x)=x%".
2
5p | a) Aratati ca J. f(x)edx=4.
0
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[

5p | b) Calculati |5 (Inx)dx.
1

x

5p | ) Aritati ca [ f(x)F(x)dx=2(e—3)*, unde F:R—>R este primitiva functiei f pentru care

O —y

F(0)=0.
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Evaluare si Examinare

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_mate-info

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Test 8
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informaticdi
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finald se calculeaza prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1] A={012} 3p
Suma elementelor multimii A este egala cu 0+1+2=3 2p
2. f(1)=m+nsi f(2)=2m+n,deci m+n=2si 2m+n=1 2p
m=-1,n=3 3p
3. (4X+4)(4X—2)=0 2p
22 =2 deci x:% 3p
4. | Multimea numerelor naturale de trei cifre are 900 de elemente, deci sunt 900 de cazuri 5
posibile p
Multimea numerelor naturale de trei cifre care au cifra sutelor un numar prim are 5
4.10-10 =400 de elemente, deci sunt 400 de cazuri favorabile P
_ nr. cazuri favorabile _ 400 _ 4 L
nr. cazuri posibile 900 9 P
5.1 O este punctul de intersectie a diagonalelor paralelogramului ABCD = OC =—0A 3p
OB +0C =0OB -OA= AB 2p
6.
sinx=1—cos?x=1- 0 -9 3p
25 25
cum x 6(3?”,2”), obtinem sinx:—g 2p
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.a) 2 0 1 2 0
A(0)=| -3 0 1|=det(A(0))=|-3 0 1= 3p
3 -11 3 -1
=0+3+0-0-(-2)+0=5 2p
b) det(A(a))= a?—6a+5, pentru orice numr real a 2p
Sistemul de ecuatii este compatibil determinat <> det(A(a))=0, deci ae R\ {15} 3p
C) | Sistemul are solutie unicd (Xg,Y.2Zp) , deci aeR\{L5} si solutia sistemului este
2(a-1) 2 a+l 3p
a-5 ' a-5 a-5
2(a-1
2-(— 2 j: ( )+(_a_+1j , deci a=-1, care convine 2p
a->5 a-5 a-5
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2.a
)| 1432 1+3—%§= 3p
=1+3-1=3 2p
b) 1 2 1 3 . .
X * x=—§(x—3) +3, X*X*X:3_2(X_3) + 3, pentru orice numdr real X 2p
1 3 26 3 .
§(x—3) +3:E©(X_3) =-1< x—-3=-1, de unde obtinem x =2 3p
c) | x*0=0=*x=X, pentru orice numar real X, deci e=0 este elementul neutru al legii de 1
compozitie ,,*” p
n*n'=0<n'(n-3)=3n, deci n'=3—n$, pentru orice numir natural n, n=3 2p
Cum n si n' sunt numere naturale, obtinem n=0, n=4, n=6 sau n=12 2p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
te) F(x)=4C 4= 3p
4(x*-1) 403 -1)(x®+1) 4(x-1)(x+1)(x*+1
— ( ): ( )( ): ( )( )( ),Xe(0,+oo) 2p
X X X
B) | Jim £ (x) = lim (x* = 4In x) = +<0
x—0 ( ) X—)O( ) 3p
Dreapta de ecuatie x =0 este asimptota verticala la graficul functiei f 2p
c)| f '(x)=0<x=1, f'(x)<0, pentru orice xe(0,1)=> f este strict descrescatoare pe (0,1) )
p

si f'(x)>0, pentruorice xe(1,+00)= f este strict crescatoare pe (1,+x)

Iing)f(x)=+oo, f(1)=1, lim f(x)=+c si f este continud pe (0,+x), deci pentru
X X

—>+0

fiecare numar natural n, n>2, ecuatia f(x)-n=0 are doud solutii reale distincte, 3p
¥ €(0,1) si x; €(1,+0)

2a) | 2 2 4|2
f(x)e*dx = [x3dx=2-| = 3p
[1 (e [itoc"0
=4-0=4 2p
b) | e 48
1 1 In"x|” _
j—z (Inx)dx = _[ In® xdx = A 1_ 3p
1 X
In e_In_l 1 20

4 4 4

c) F(x)=(x3—3x2+6x—6)ex+c,CEH%§Lcun1F(0)=O:>F(x)=(x3—3x2+6x—6)ex+6 20

f (X)F (x)dx = jF F(x)dx— F (x) ( 2(1)-F?(0))=2(e-3)" 3p

O —y
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_mate-info
Test9

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi 10 puncte din oficiu.

o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

5p
5p

5p
5p

5p

1. Aratati ca 1+£+i+i+i+i+i+i+i
' ’ 2 22 28 4 5 6 o7 o8

2. Se considera functia f:R—>R, f(x)=-x?-4x+5. Determinati produsul absciselor punctelor

<2.

de intersectie a graficului functiei f cuaxa Ox.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 3* +3%72 +3*2 =91,
1\

4. Determinati termenul care nu il contine pe X din dezvoltarea (\/;+—j ,unde xe (O,+oo).
X

5.Tn reperul cartezian xOy se considerd punctele A(-11), B(13) si C(3,2). Determinati ecuatia
dreptei OG, stiind ca G este centrul de greutate al triunghiului ABC.

NA

5p | 6. Calculati raza cercului circumscris triunghiului ABC, stiind ca AB=2 si cosC = —
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1 2 -1
1. Se considera matricea A(a)=(a 1 1 |,unde a este numar ntreg.
30 2

5p
5p

a) Aritati ci det(A(1))=7.

b) Demonstrati ca rangul matricei A(a) este egal cu 3, pentru orice numér intreg a .

5p | ¢) Determinati numarul intreg m pentru care inversa matricei A(m) are toate elementele numere
intregi.
2. Pe multimea M =(0,+o) se defineste legea de compozitie asociativa Xy = X
X+Yy
5p | @) Aratati ca 202=1.
-1
5p | b) Demonstrati ¢ Xoyoz = (x‘1 +y e z‘l) , pentru orice x,y,zeM .
o5p c) Demonstrati ca lololo...oizi.
2 3 4 10 54
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f :(1,+oo) —>(O,4oo) , f (X) = In(X +1) —In (X —1) )
a oo 2
5p | a) Aratatica f'(x)=— Z 1 X €(1,+00).
5p | b) Demonstrati ca functia f este bijectiva.
5p | ¢) Calculati lim (x f(x)).
X—>+00
2. Se considera functia f:R >R, f(x)=x?-3x+2.
h 5
5p | @) Aratati ca I f(x)dx==.
0 6
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Ef 2_
5p | b) Aratati ca jglnxdx:¥.

1
a
5p | ¢) Determinati numerele reale a, a>1 pentru care j f (x)exdx =e? —3e.
1
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 9
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazi prin impértirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1 1\°
1 1 1 1 1 1 1 1 1{2)
l+——4+—=+—+—+—+—=+—5=1.——= 3p
2 22 28 2 22 2% 2t 2B 11
2
9
1
=2[1-| = | |<2 2
2] f(x)=0=x?+4x-5=0 2p
Cum A >0, produsul absciselor punctelor de intersectie a graficului functiei f cu axa Ox 3
este egal cu -5 P
3| 872(?+1+3%) =913 2 =1 3p
X=2 2p
4. k 9k 9-3k
9-k —+(—k —
T =C§ (VX) (EJ =Céx 2 4 —C&x 2 ,unde ke{0,1,2,...,9) 3p
X
%zO@sz,deci T, =C3 =84 nu il contine pe x 2p
5. —
G( 1+31+ 3 , 1+2+ 2), deci G(1,2) este centrul de greutate al triunghiului ABC 3p
. . 2-0 .
Ecuatia dreptei OG este y—0= ﬁ(x —0), deci y=2x 2p
6.
cosC:—ﬂzsinC=£ 3p
2 2
AB 4 . - L s
2R =——= 2R =—, deci raza cercului circumscris triunghiului ABC este R = J2 2p
sinC J2
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 12 4 12 -
AD)=1 1 1 |=det(AQ))=1 1 1|= 2p
3 0 2 3 0 2
—2+0+6—(-3)-4-0=7 3p
b) | det(A(a))=11-4a, pentru orice numar intreg a 2p
Cum det(A(a)) =0<a= 17:' ¢ 7., obtinem det(A(a)) #0, pentru orice numar intreg a, 3
p
deci rangul matricei A(a) este egal cu 3, pentru orice numar intreg a
©) | Pentru orice numir intreg m, A(m) este inversabila si A™*(m) are toate elementele numere ,
intregi <> det( A(m))=—1 sau det(A(m))=1 P
Cum m este numar intreg, obtinem m =3 2p
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2.a .
)| 9,022 _ 3p
2+2
4
=1 2
) p
b) R
Xoon: & o = X+y = Xyz = 3p
X+Yy Xy vz NHXZ+yz
X+Yy
-1
= ! = 1 =(x‘1+y‘1+z‘1) , pentru orice X,y,ze M
Xy oxe oyzo gty ytthext 2p
Xyz Xyz Xyz
c) 1 1 1 1\t
R v 0 I 0 T (-0 Y =(2+3+4+...+10)_1= 3p
2 3 4 10 2 3 4 10
-1
- w_j :54—1:i 2p
2 54
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
l.a) 1 1
fr(X)=—— == 3
( ) x+1 x-1 P
X=1-(x+1
= ( * )=— 2 s X€(1,+OO) 2p
(x-1)(x+1) x?-1
b) | f'(x)<0, pentru orice x(L,+0)= f este strict descrescitoare pe (1,+), deci f este 2
injectiva
f este continud pe (1,+), lim f (x)=+w si lim f(x)=0= f este surjectiva, deci f
x—1 X—>+00 3p

este bijectiva

K lim (x f(x))= lim [xlnx—ﬂj: lim In(x—ﬂsz 3p

X—>+00 X—>+00 — X—>+00 x-1
2X
1Y
= lim In (1+ij 2 =Ine? =2 2p
X—>+00 Xx-1
2a) | 1 1 3 2 1
If(x)dx=.|'(x2—3x+2)dx= X 3L x| = 3p
0 0 3 2 0
=1—§+2=E 2p
3 2 6
b) € f(x e e 2 e e e
I ( )Inxdx:_[(x—3)|nxdx+jglnxdx= X _3x[Inx —J‘(ﬁ—3)dx+2-l-ln2x = | 2p
1 X 1 1 X 2 13 2 2 1
2 2 e 2 2 2
S8 e | X o] 4mn?e-n21=% _ze—| & _ge_lig|p1-8 7 3p
2 2 7y 2 1 7] 4
c)| a a a a
jf(x)exdx:(x2—3x+2)ex —j(2x—3)e"dx=(x2—5x+7)eX =(a2—5a+7)ea—3e 3p
1 173 1
(a2—5a+7)ea—3e=ea—3e<:>a2—5a+6=0,deci a=2 sau a=3, care convin 2p
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_mate-info

Test 10
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordia 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5P | 1. Determinati partea reald a numarului complex z =(3+2i)(3-2i)-(4-1i).
5p | 2.Se considera functile f:R—>R, f(x)=3x+2 si g:R—>R, g(x)=2x-3. Calculati
(f-9)(2).
Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 325 =16
5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale de trei cifre, acesta
sd aiba produsul cifrelor un numar impar.
5p | 5. Se considerd paralelogramul ABCD cu AD=6, AB=4 si m(<ADC)=120°. Determinati
modulul vectorului v=AB + AD .
5p | 6. Se considera triunghiul ABC cu AB =60, AC =80 si BC =100 . Calculati lungimea inaltimii
AD atriunghiului ABC .
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
2a+1 1 -2 (2a+1)x+y-2z=a
1. Se considerd matricea A(a)=| a-1 -1 1 | si sistemul de ecuatii {(a—-1)x—y+z=a+1,
2a -2 1 2ax—-2y+z=1
unde a este numar real.
5p | @) Aratati ca det(A(l)) =1.
5p | b) Determinati numarul real a pentru care matricea A(a) nu este inversabila.
5p | ¢) Determinati numarul real a pentru care existd Yy, si zo, numere reale, astfel incat (2, Yo zo) sa fie
solutie a sistemului de ecuatii.
2. Pe multimea G=(0,+x) se defineste legea de compozitie asociativd si cu element neutru
X*y:3XIOg2y .
5p | a) Aratati ca 2+x64=4.
5p | b) Aratati ca legea de compozitie ,,*” este comutativa.
5p | ¢) Determinati x € G care sunt egale cu simetricele lor in raport cu legea de compozitie ,,* .
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f :R >R, f(x)=(x-5)(x-4)(x-3)(x-2)+1.
5p | a) Aratatica f'(5)=6.
n
. f(n+1)-1
5p | b) Calculati lim fln+2)-11
n—+o0 f (n) -1
5p | ¢) Demonstrati cd ecuatia f'(x)=0 are trei solutii reale.
o , 1-¢e*
2. Se considera functia f:R >R, f(x)= .
1+e*
5p | @) Determinati primitiva G a functiei g:R >R, g(x)= (1+ ex) f (x) pentru care G(0)=0.
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1
5p | b) Calculati _[f(x)dx.
0

1
5p | ¢) Demonstrati ca I f (x)cosxdx=0.
-1
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Test 10
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informaticai
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finald se calculeazi prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L) z2=(3+2i)(3-2i)—(4-i)=32 —(2i)* —4+i=9+] 2p
Partea reald a numarului complex z este egald cu 9 3p
21 9(2)=1 2p
(feg)(2)="f(g(2))=3-1+2=5 3p
3.| 6x 3
23 =2 = 2x=4 p
X=2 2p
4. | Multimea numerelor naturale de trei cifre are 900 de elemente, deci sunt 900 de cazuri 5
posibile p
Multimea numerelor naturale de trei cifre care au produsul cifrelor un numar impar are 5
5.5.5=125 de elemente, deci sunt 125 de cazuri favorabile P
_ nr. cazuri favorabile 125 5 L
nr. cazuri posibile 900 36 P
5. | ABCD este paralelogram, deci v= AB + AD = AC 2p
AC? = AD? + DC? 2 AD- DC - cos(«ADC ) = AC =2+/19 3p
6.| BC?=AB? + AC? = AABC este dreptunghic in A 2p
AD=ABAC _4g 3p
BC
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.a) 3 1 -2 3 1 -2
A(l)=|0 -1 1 |=det(A(1))=|0 -1 1|= 2p
2 2 1 2 -2 1
=-3+0+2-4-(-6)-0=1 3p
b) | det(A(a))=3a-2, pentru orice numr real a 2p
. . o . 2
Matricea A(a) nu este inversabila <> det(A(a))=0, deci a= 3 3p
c) 2 L L
Daca a= 3 sistemul de ecuatii este incompatibil 1p
Daca a;t%, atunci det(A(a)) # 0, deci sistemul de ecuatii este compatibil determinat si,
cum existd Yo si zo astfel ncat (2,y,,2) este solutie a sistemului de ecuatii, obtinem | 3p
2(2a+1) _,
3a-2
a=23, care convine 1p
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2.a) 2*64:32Iog264: 3p
—¥26 =22 -4 2p
b) 3o Ziogy y | Liogyy  tlog,xlogy y
X*y =X 92Y — y3 :(2092)()3 =23 - 2p
1Iogzylogzx I 1Iog2x EIogzx i .
=23 =(2°gzy)3 =ys3 =y=*x , pentru orice x,yeG , deci legea de| 3p
compozitie ,, *” este comutativa
C) | x*8=8=x=x, pentru orice xe G = e =8 este elementul neutru al legii de compozitie ,,*” | 1p
x#x =8 <> x%92% =82 & log, x'°92* = log, (83)<:>(I092 x)* =9 2p
log, x=-3 sau log, x =3, deci x=% sau x =48, care convin 2p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
La) | 1(x)=(x=4)(x=3)(x=2) +(x=5)((x~4)(x=3)(x~2))", xR 3p
f'(5)=(5-4)(5-3)(5-2)+0=6 2p
b - - - - _
)| f(n+1)-1_(n-4)(n-3)(n-2)(n-1) n L nde neN. n>6 2
f(n)-1  (n-5)(n-4)(n-3)(n-2) n-5
4n
LN n =5 \n-5
lim [M] = lim [1+ij = lim (1+ij T 3p
n—>+o| f (n) -1 N—>-+o0 n->5 N—>-+o0 n-5
)| f(2)=f(3)=f(4)=1(5)=1 2p
f este derivabila, deci, conform teoremei lui Rolle pe [2,3], [3,4] si [4,5], ecuatia 3
f'(x)=0 are o solutie reald in fiecare dintre intervalele (2,3), (3,4) si (4,5) P
2.3) g(x):(1+ex)f() 1-e :>Ig x)dx=x-e*+C=G(x)=x—e"+c,unde ceR 3p
G(0)=0, deci c=1, de unde obtinem G:R >R, G(x)=x-e"+1 2p
b) | 1 1, .x 1 X 1
[ £ ()ax= 2= ax=[|1- 22 dx=(x—2In(L+e*))| = 3p
5 ol+e” oL 1+e” 0
2
=1-2In(1 2In2=1+2In— 2
n(1+e)+2In t2in— P
0] 1 -1 1 X
If(x)cosxdx j —X)c0os(—x)- (—1)dx:j f (—x)cosxdx = _[ cos xdx =
1+e”
—11 1 ) 1 21 1 3p
X1 1-¢e*
= cosxdx:—J' cosxdx:—_[ f (x)cos xdx
c et +1 cef+l °
1
ZJ' x)cosxdx =0, deci [ f(x)cosxdx=0 2p
1
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematicid M_mate-info
Test 11

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatici
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

e T

impul de lucru efectiv este de 3 ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p

5p

5p
5p

5p

5p
suB

1 Avitaf i \7(B +1) B (47 +1)=

2

2. Se considera functiile f:R >R, f(X)=X +X+1si g:R>R, g(X)=2X+2. Demonstrati ca

f (x+1)— f(x)=g(x), pentru orice numr real X.

3. Rezolvati in mulfimea numerelor reale ecuatia Ix—1=vx?-2x-1.

4. Se considera multimea M ={1,2,3,4,5} . Determinati numdrul de submultimi ale lui M care au cel
putin trei elemente.

5. Tn reperul cartezian xOy se considera trapezul ABCD cu AB||CD si A(L2), B(4,5) si D(-3,2).
Determinati ecuatia dreptei MN , stiind ca segmentul MN este linia mijlocie a trapezului ABCD .

6. Calculati sin 2x, stiind ca (2sinx+cosx)’ = 2+3sin® .

IECTUL al ll-lea (30 de puncte)

5p

5p
5p

S5p

5p

5p
SsuB

1 a 2
1. Se considera matricea A(a)=| a i a |, unde i2=—1si a este numar real.
-1 a -1
a) Aritati ca det(A(0))=i.
b) Demonstrati cd, pentru orice numar real a, matricea A(a) este inversabila.
c) Calculati A(0)-A(0)-A(0)-...- A(0).
de 2020 ori A(0)

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x*y =3*"Y -3 _3¥*1 112,

a) Aratati ca x*1=3, pentru orice numar real X.
b) Determinati numarul real x pentru care 0*x=-9.

¢) Demonstrati cd, dacd x*y =3, atunci (x—1)(y-1)=0.

IECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

5p

5p
5p

5p

1. Se considera functia f:R >R, f(x)= X2 — In(x2 +1) .
. 2x3

a) Ardtati ca f'(x)=——

X +1

b) Demonstrati ca axa Ox este tangenta graficului functiei f .

, XeR.

¢) Demonstrati cd, pentru orice numdr natural nenul n, ecuatia f(x)=n are doud solutii reale

distincte.
X
2. Se considera functia f:(0,40)—> R, f(X) _&
X

[

a) Aratati ca j LXX) dx=1.

1 €
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2 e(e—l)(e2+e+1)
5p | b) Aratati ca [x*f (x2 )dx = .
1 2
e e
5p | ¢) Demonstrati ci I f(x)dx+ Iex Inxdx =e®.
1 1
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_mate-info

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 11
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvéri partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
¢ Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeazi prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

L ﬁ(J6+1)—J€(ﬁ+1)=\/E+\/7—\/E—J€=ﬁ—x/5 2p

\/,i\/, \/{_§ f \/E obtinem ca f(f+1) f(ﬁ+1)

vl

2 F )= () = (x4 1) + (x4 1) +1 (P 4 x+1) = 2p
=X? +2X+1+X+1+1-x2—x-1=2x+2=g (x), pentru orice numar real X 3p
3.1 x—1=x2—2x-1=x? —=3x =0 3p
x=0, care nu convine, sau x =3, care convine 2p
4| Numdrul de submultimi ale lui M , cu cel putin trei elemente, este egal cu C3+C& +C2= | 3p
=10+5+1=16 2p
5.1 M(-1,2), unde M este mijlocul segmentului AD , myg =1 3p
Cum MN este paralela cu AB, ecuatia dreptei MN este y—2=x+1,deci y=x+3 2p
6.1 4sin? x+ 4sin xcos x + cos? X = 2 + 3sin® X <> 4sin XCOS X = 2—(sin2 X+ c0s? x) 3p
2sin2x=2-1, deci sin 2x=% 2p
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.a) 1 0 2 1 0 2
A(0)=| 0 i 0 |=det(A(0))=|0 i O|= 2p
-1 0 -1 -1 0 -
=—i+0+0—(-2i)-0-0=i 3p
b) 1 a 2
det(A(a))z a i al|=a’+i , pentru orice numar real a 2p
-1 a -1
Cum, pentru orice numar real a, a°+i#0, obtinem ca det(A(a))=0, deci, pentru orice ,
: : . P
numdr real a, matricea A(a) este inversabila
C) -1 0 O
A(0)-A(0)=| 0 i* 0 |=-I4 2p
0 0 -1
A(0)-A(0)- A(0)---- A(0)=(=13)-(=13)-(=13) -+~ (=15) = 15 3
de 2020 ori A(0) de 1010 ori (~13)
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2,a) X*1=3x+1_3x+1_31+1+12= 3p
=-9+12 =3, pentru orice numar real X 2p
B) | 0w x=30% —g0" _g¥ 123X 319 deci 313" =18 3p
3X(3—1)=18<:>3X=9,deci X=2 2p
©) | xxy=3c3"Y 3% _3¥1,19-0c 3" (3 -3)-3(3" -3)=0< (3 -3)(3" -3)=0 | 3p
3% -3=0sau 3" -3=0, deci x=1 sau y =1, de unde obtinem (x—1)(y-1)=0 2p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1.a) 2X
f'(x)=2x- = 3
( ) x2 +1 P
3 3 3
:2x +22x 2x: 22x xeR 2
X“+1 X°+1
b) | Ecuatia tangentei la graficul functiei f n A(a, f(a)) este y—f(a)=f'(a)(x—a), deci
axa Ox, de ecuatic y =0, este tangenta la graficul functiei f dacad si numai daca existda | 3p
numarul real a astfel incat f'(a)=0si f(a)=0
Cum f’(0)=0si f(0)=0, obtinem ca axa Ox este tangenta graficului functiei f 2p
¢) | lim f(x)=+0si lim f(x)=+mo 2p
X—>—00 X—>+00
f este continud pe R, f'(x)<0, pentru orice x e (—o,0)= f este strict descrescatoare
pe (—,0), f(0)=0 si f'(x)>0, pentru orice xe(0,+00)= f este strict crescatoare pe 3p
(0,+), deci, pentru orice numar natural nenul n, ecuatia f(x)=n are doua solutii reale
distincte
22) | e e
f(x e
.[de{fldx:mx = 3p
1 € 1 X 1
=Ine-Inl=1 2p
b) | 2 2, ,12
Ix3f(x2)dx=.|'xeX dx= e | = 3p
1 1 2 1
2
=e4_e=e(e—1)(e +e+1) 2
2 2
c)| e X e e e e e e
I—dx+_|.eX In xdx:J.(In x)'e" dx+_|.eX Inxdx =e*Inx —Jex In xdx+jex Inxdx = 3p
1 X 1 1 1 17 1
=e®lne—e'Inl=¢® 2p
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_mate-info

Test 12
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi 10 puncte din oficiu.
o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL | (30 de puncte)

5p

5p

5p
5p

5p

2 2
1. Aratati cd numarul N = (\/g + \/1_3 ) + (\/g - \/1_3 ) este patratul unui numar natural.

2. Se considerd functia f:R —> R, f(x)=x+a, unde a este numar real. Determinati numdrul real
a,stiindca (fof)(1)+f(1)=1.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 4* + 4% =4

4. Determinati numarul numerelor naturale de trei cifre distincte care se pot forma cu elementele
multimii A= {0,5,7} .

5. Se considera punctul G, centrul de greutate al triunghiului ABC si punctul M, mijlocul
segmentului AG . Demonstrati ci 6AM = AB + AC .

5p | 6. Calculati masura unghiului A al triunghiului ascutitunghic ABC , stiind ca 4.4,gc = AB-AC .
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
3 2 -1
1. Se considera matricea A(a)=| 2 -2 1 |,unde a este numir real.

5p
5p
5p

5p
5p
5p

a+4 a+3 a
a) Ardtati ci det(A(0))=-15.
b) Determinati numarul real a pentru care rangul matricei A(a) nu este egal cu 3.

c) Demonstrati ca matricea M = A(-1)- A(-1)- A(-1)- A(-1) are toate elementele numere Tntregi,
divizibile cu 25.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa Xy =3/ x3 +y3+2020.
a) Aratati ca X * (—X) =3/2020 , pentru orice numar real X.
b) Determinati numerele reale x pentru care (x+1)*(-x)=3/2021.

c) Demonstrati ca, pentru orice numar real a, exista un unic numar real X pentru care X*x=*Xx=a.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f :R >R, f(x)= X2 —6X% +9X+5.

5p | a) Aratati ca f'(x)=3(x-1)(x-3), xeR.
5p | b) Determinati intervalele de monotonie a functiei f .
5p | ) Demonstrati cd functia f este concava pe (—o,2].
. . 2
2. Se considerd functia f:R >R, f(x)= __2x+3 .
X2 +3x+5

1
5p | a) Aratati ca J. f(x)- X2 +3x+50dx=4.

0
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1
5p | b) Caleulati | f(x)dx.
4

2
5p | €) Aratati ci J.cosx f (sin x)dx=6—2\/§.
0
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie
Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_mate-info

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 12
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informaticdi
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finald se calculeazi prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1] N=5+2-4/5-4/13+13+5-2-/5-413+13= 3p
=36 =62 2p
20 f(f(1))+f(1)=1le f(l)+a+l+a=l3a+2=1 3p
1
a=-— 2
3 p
3. 2
4X+i=4@4zx—4-4x+4=0@(4x—2) -0 3p
4X
2% . 1
2 =2,dECIX=§ 2p
4. | Cifra sutelor se poate alege Tn 2 moduri si pentru fiecare alegere a cifrei sutelor, cifra zecilor 5
se poate alege in 2 moduri P
Pentru fiecare alegere a cifrei sutelor si a cifrei zecilor, cifra unitatilor se poate alege intr-un 3
singur mod, deci se pot forma 2-2-1=4 numere cu proprietatea cerutd P
5. | AB+AC =2AD, unde D este mijlocul segmentului BC 2p
G este centrul de greutate al triunghiului ABC , deci AG = %ﬁ si, cum mzéﬁ, 3p
obtinem 6AM = AB + AC
6. . -Si .
Aase _AB-AC-sinA A(Z: sin A , deci sin A=% 3p
Cum AABC este ascutitunghic, obtinem m(<A)=30° 2p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 3 2 -1 3 2 -1
A(0)=|2 -2 1 |=det(A(0))=2 -2 1|= 2p
4 3 0 4 3 0
=0+(-6)+8-8-9-0=-15 3p
b) 3 2 -
det(A( ))z 2 -2 1|=-15(a+1), pentru orice numdr real a 2p
a+4 a+3 a
Rangul matricei A(a) nu este egal cu 3 <> det(A(a))=0, deci a=-1 3p
c) 3 2 -1y3 2 -1) (10 0 O 2 0 0
A(-1)A(-1)=|2 -2 1|2 -2 1|=|5 10 -5|=5B,unde B=|1 2 -1 3p
3 2 -1)\3 2 -1 10 0 O 2 0 0
M =5°B-B si, cum matricea B-B are toate elementele numere intregi, obtinem ca 2p
matricea M are toate elementele numere intregi, divizibile cu 25
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22) x*(—x)= %/x3 + (—x)3 +2020 = 3p
= \/3 x® —x3 + 2020 = 3/2020 , pentru orice numar real X 2p
O) | (x+1)(-x) = i*/(x+1)3 —x3 +2020 =/3x? + 3x+ 2021, deci 3x? +3x+2021= 2021 3p
3x(x+1)=0,deci x=-1 sau x=0 2p
c) 3_
Y3x3 +4040 =a < 3x3 + 4040 =23 = X3 = aT‘mO 3p
3 3
. - . 3 a —4040 . . . - a” —4040
Pentru orice numdr real a, ecuatia X° = — are o singura solutie reald x =3 — | 2p
deci existd un unic numar real X pentru care X*X*X=a
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1.a) f'(x)=3x2 -12x+9= 3p
=3(x2—4x+3)=3(x—1)(x—3), xeR 2p
b) | f'(x)=0<x=1sau x=3 2p
f'(x)>0, pentru orice x e(-o,1]= f este crescitoare pe (—,1], f'(x)<0, pentru
orice xe[1,3]= f este descrescitoare pe [1,3] si f'(x)>0, pentruorice xe[3,+0)=f | 3p
este crescdtoare pe [3,+oo)
c) | f"(x)=6x-12, xeR 3p
Cum f"(x)<0, pentru orice x e (—,2], obtinem ¢ functia f este concava pe (—,2] 2p
2.a) | 1 1 1
Jf(x)-\/xz+3x+5dx=j(2x+3)dx=(x2+3x) = 3p
0
0 0
~1+3-0=4 2p
b) 1(x?+3x+5) 1
j dx_j 2x+3 fgdx=2 X2 +3x+5| = 3p
AVX? +3X+5 X2 +3x+5 -4
= 2[ = 2J_ =0 2p
C) |Daca F este o primitivd a lui f , atunci (F(sinx))' =F'(sinx)-(sinx)'= f (sinx)-cosx , 3
pentru orice numar real X
v Vs
2 2 ~
jcosxf(sinx)dx:I(F(sinx)) dx=F(sinx)|2=F —241° +3-1+5-2/5=6-2/5 | 2p
0
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematici M_mate-info

Test 13
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informaticdi
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordia 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
SP | 1. Determinai ratia progresiei geometrice (b, ) _, , stiind ca by =2 si by —4b, =-8.
5p | 2. Se considera functia f:R—>R, f(x)=x+m, unde m este numar real. Determinati numarul
real m, stiind ca punctul A(f(1),1) apartine graficului functiei f .
2
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x-1_ Vx+1.
Vx-1
5p | 4. Determinati numarul numerelor naturale de trei cifre care au proprietatea ca patratul cifrei zecilor
este egal cu diferenta dintre cifra unitéatilor si cifra sutelor.
5p | 5. Tn reperul cartezian xOy se considerd punctele A(0,1) si H(3,2). Stiind ca H este ortocentrul
triunghiului ABC , determinati panta dreptei BC .
5p | 6. Determinati x € (0,7), stiind ci sinx—cosx=+/2.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1 1 1
1. Se considera matricea A(m)=| m m? 1|, unde m este numir real.
m+1 (m+1 1
5p | a) Aratati ca det(A(0))=0.
5p | b) Determinati multimea valorilor reale ale lui m pentru care matricea A(m) este inversabila.
5p | ¢) Tn reperul cartezian xOy se considera punctele necoliniare A(11), B(m,mz) si C(m +1(m +1)2),
unde m este numar real. Determinati numerele reale m, stiind ca triunghiul ABC are aria egala cu 1.
2. Pe multimea G =(0,+) se defineste legea de compozitie x* y =2"*"Y .
5p | @) Aratati ca x*1=1, pentru orice xeG.
5p | b) Determinati f €G, stiindcd f este elementul neutru al legii de compozitie ,,*”.
L 1 1
5p | ¢) Determinati X G pentru care X*—= >
X
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f :(0,+0) >R, f(x)=x- In(eX + X—l) :
Sl o< £ X—2
5p | @) Ardtaticd f'(x)=—"—>—, xe(0,+x).
P (9 eX+x-1 (0.+)
5p | b) Demonstrati ca dreapta de ecuatie y =0 este asimptota orizontala spre +oo la graficul functiei f .
5p | ¢) Determinati imaginea functiei f .
2. Se considera functia f:R >R, f(x)=1+ 1
2
X +1
1
5p | a) Aratati ca J. f(x)dx=1+ In(1+ \/E) .
0
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1
5p | b) Calculati | |x f (x)|dx.
-1
X
5p | ©) Aritati ca lim L [ £ (t)dt=2.
x—0 X 0
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 13

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeazi prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L | b, =bq=2q si by =b,q? =2¢?, unde q este ratia progresiei geometrice (9 2p
92 -4q+4=0, deci q=2 3p
2. | A(f(1),1) apartine graficului functiei f < f(f(1))=1 2p
f(1)+m=1<2m+1=1, deci m=0 3p
3| 2 1=Vx?-1=>x2-1=0sau x¥*~1=1 2p
x=—/2, care nu convine, sau x=-1, care nu convine, sau x=1, care nu convine, sau 3p
x =+/2, care convine
4| p?=c-a, unde abc sunt numerele cu proprietatea data si, cum ¢<9 si a>1, obtinem )
b? <8, deci be{0,1,2) P
Pentru b =0, obtinem c=a, deci sunt 9 numere, pentru b =1, obtinem c=a+1, deci sunt
8 numere, iar pentru b=2, obtinem c=a+4, deci sunt 5 numere; in total sunt 22 de | 3p
numere cu proprietatea ceruta
> | Panta dreptei AH este my =% 2p
H este ortocentrul AABC , deci AH L BC = myy -mgc =-1, de unde obtinem mge =-3 3p
6. | sinx—cosx =2 = (sinx—cos x)* = 2 = sin? x— 2sin xcos X + c0s? X = 2 2p
2sinxcosx =—1, deci sin2x=-1 si, cum x €(0,7), obtinem 2x = 377[ ,deci x= 37” 3p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 111 11 1
A(0)=|0 0 1|=det(A(0))=|0 0 1= 2p
111 1 11
=0+0+1-0-1-0=0 3p
b) 1 11
det(A(m))=| m m? 1 =m(m-1), pentru orice numar real m 2p
m+1 (m+1)° 1
Matricea A(m) este inversabila <> det(A(m))=0, deci me R\{0,1} 3p
c) X 1 |1 1 1
1 A TA 2
X Yo I m+1 (m+1)7° 1
Appsc =1 |m(m-1)|=2, deci m* ~m=-2, care nu convine, sau m>~m=2, de unde 3p
obtinem m=-1 sau m=2, care convin
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2.a) x %1 = 2nxInl _ 3p
=2I"x0 _20 _1 pentru orice xeG 2p
b) | x# f=xe 2™y inx-Inf-In2=Inx, pentru orice xeG , deci Inf-In2=1, de
1 1 3p
unde obtinem In f =15 deci f =eln2 G
n
i % i.lnx i
eln2 s x =2 NX _ 22" — y 'nentru orice xe G, deci f =eln2 este elementul neutru al 2p
legii de compozitie ,,*”
C) Inx-In1
xrloo :2"”2X,pentru orice xeG 2p
X
2 In"x =£<:> In?x=1, de unde obtinem Inx=-1 sau Inx=1= x:1 sau x=e, care convin | 3p
e
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
l.a X
) frx)=1-—+L 3p
e"+x-1
e¥rx-1-e-1_ x-2
= = , X€E 0,+OO 2
eX+x-1 eX+x-1 ( ) P
b) x
lim f(x)= lim (Ine*~In(e*+x~1})= lim In——~— - 2p
X—>+00 X—>+00 x—>+o X4 x—1
= lim In =In1=0, deci dreapta de ecuatie y =0 este asimptota orizontala spre +oo
X—>-+00 1 x-1
+ 3p
eX
la graficul functiei f
)| f'(x)=0<x=2, f'(x)<0, pentru orice xe(0,2]= f este descrescitoare pe (0,2] si )
f '(X)Z 0, pentru orice X e[2,+oo): f este crescitoare pe [2,+oo) P
lim f(x):+oo, f(2):2—ln(ez+1), lim f(X)zO si f este continud pe (0,+x), deci
x—0 X—>+00 3p
imaginea functiei f este [Z—In(e2 +1),+oo)
2a) | 1 1 1
If(x)dx:j[1+ L ]dx:(x+ln(x+\/x2+l)j = 3p
0 ol Vx2+1 0
=1+In(1++2)-In1=1+In(1+2) 2p
b) |1 0 1 2 0 2 1
1 1 X 2 X 2
[  (x)|dx = —x[l+—}dx+ x(l+—}dx=£——— X +1] +[—+ X +1J = | 3p
Lfl Jl Vx% +1 £ VX% +1 2 -1 2 0
=0—1+%+ﬁ+%+ﬁ—1=2ﬁ—1 2p
C) X
f(t)dt
. . P g ® - f(x) 3p
Din regula lui I’'Hospital, lim =——=Ilim——==
x—0 X x=0 1
=lim| 1+ ! =2 2p
x>0 X2 +1
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_mate-info

Test 14
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Aratati ca numerele logs5, J2 si logs 9 sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice.

5p

5p
5p

5p

2. Se considera o functie f:R — R. Demonstrati ca functia g:R >R, g(x)=f(x)—f(-x) este

impara.
1 x
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 3* +32 =1+ J3.

20
S R . . 1 *
4. Determinati termenul care il contine pe 1% din dezvoltarea [X3 + —J ,unde xe R .

Ix
5. Tn planul triunghiului ABC se considerd punctul G, astfel incat 3AG = AB + AC . Demonstrati ¢
G este centrul de greutate al triunghiului ABC .

5p | 6. Determinati X €(0,7), stiind ¢ sin2x —3sinx—2cosx+3=0.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
3 -1 -1 11 1
1. Se considera matricele A=|-1 1 0 |si M(m)=/1 m 1 |, unde m este numir real.
-1 0 1 1 1 m
5p | @) Aratati ca det A=1.

5p
5p

b) Demonstrati ca, pentru orice numar real m, rangul matricei M (m) este diferit de 2.
¢) Determinati numarul real m, m=1, stiind cd inversa matricei M (m) este matricea A.
2. Pe multimea numerelor complexe se defineste legea de compozitie z; ©Z, =7 + 7, + 42, .

5p | @) Ardtati ca (1+i)(2—i)=6+i.
5p | b) Demonstrati cd numarul zoZ este numar real, pentru orice numar complex z.
5p | ¢) Determinati numerele complexe z pentru care zoz=-2.
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
X2 —x+1
1. Se considera functia f:R >R, f(x)= In———-.
X“+x+1
2(x-1)(x+1
5p | @) Aratati ca f'(x)= (x=2)( ) , XeR.
2 2
(x + x+1)(x - x+1)
5p | b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre —oo la graficul functiei f .
5p | c) Calculati lim ( f(1)+ f(2)+...+ f(n)+2Inn).
nN—+0
X2 +1
2. Se considera functia f:R >R, f(x)= .
€
b 4
5p | @) Aratati ca J-ex f (X)dx =—.
0 3
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1
5p | b) Calculati If(—x)dx.
0

5p | ) Determinati numerele reale a si b, stiind cd functia F:R >R, F(x)=e™* (—x2 +ax+ b) este 0

primitiva a functiei f .
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_mate-info

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Test 14
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazi prin impértirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. | logs5-logs 9 =log;5-(2logs3)=2= 3p
:ﬁz, deci numerele log;5, J2 si logs 9 sunt termeni consecutivi ai unei progresii 2p
geometrice
21 g(=x)= (=)= f (=(=x)) = f (%)= T (x) = 2p
=—(f(x)- f(-x))=-9(x), deci functia g este impara 3p
3.
3X+§=1+J§©32X—(1+J§)-3X+J§=o 2p
X X . 1
(3 —1)(3 ~+/3) =0, de unde obtinem x =0 sau x=3 3p
4. k -k 10k
20—k 3(20-k)+ 60-=—
Ti =Cho () @i] =C'2‘Ox( " =Ckx 3 ,unde ke{0,12,...,20} 3p
Yx
60—%=10c> k =15, deci T, = C33x' 1l contine pe xt0 2p
5. | 3AG = AG +GB + AG + GC < 3AG = 2AG +GB +GC 2p
AG-GB-GC =0« AG+BG+CG =0, deci G este centrul de greutate al AABC 3p
6. | sinx(2cosx—3)—(2cosx—3) =0« (sinx—1)(2cosx—3)=0 2p
Cum 2cosx—3#0 si xe(0,7), obtinem ng 3p
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
l.a) 3 -1 -
detA=|-1 1 0|=3+0+0-1-0-1= 3p
-1 0 1
—3-2=1 2p
B) | det(M (m))=(m—-1)?, pentru orice numr real m 2p
111
Daci m=1, matricea M (1)=|1 1 1| arerangul 1, iar dacd m =1, atunci det(M (m))=0
111 3p
si matricea M (m) are rangul 3, deci, pentru orice numdr real m, rangul matricei M (m)
este diferit de 2
c) 1 0 0 100
M(m)-A=lge|2-m m-1 0 |=|0 1 0 3p
2-m 0 m-1 0 01
Obtinem m =2, care convine 2p
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28) | (L+i)o(2-i)=1+i+2-i+(1+i)(2-0)= 3p
=3+2-i+2i-i®=6+i 2p
b) |Dacd z=a+ib, unde a si b sunt numere reale, atunci z-zZ=a+ib+a—ib+(a+ib)(a—ib)=| 3p
=2a+a’+b?, care este numr real, pentru orice numar complex z 2p
©) | 22+22=2=7%2+22+2=0 2p
A=—4,deci z=-1-i sau z=-1+i 3p
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
la 2 2
) , W2 4y 41 (2x—1)(x +x+1)—(2x+1)(x —x+1)
(%)== 1 5 2 = 3p
XT =X+ (x +x+1)
2_ 2(x—1)(x+1
et el .
(x2+x+1)(x2—x+1) (x2+x+1)(x2—x+1)
b 1 1
) 2 et x2(1—+2j 1—1+i2
lim f(x)= lim In>—"""= lim |n%= lim In——%=~In1-0 3p
X—>—00 X—>—0 X4+ X+]1 x—o>-o X2[1++2j X—>—00 1+7+72
X X X X
Dreapta de ecuatie y =0 este asimptota orizontala spre —oo la graficul functiei f 2p
c) 2 _
f(1)+f(2)+...+f(n)+2|nn=Inl+ln§+ln1+...+lnnz—n+1+2mn=
n“+n+1
2 2 3
~In l§1nz—n+1 +In(n2)=ln2;+ln(n2)=ln2n—, pentru orice P
3713 n“+n+1 n“+n+1 n“+n+1
numar natural nenul n
2
lim (f(1)+f(2)+...+ f(n)+2Inn)= lim Ih————=In1=0 2p
N—>-+00 n—>+o nN“4+n+1
2a) | 1 1 3 1
jexf(x)dx=J(x2+1)dx= Xix|[ = 3p
0 0 8 0
1 4
== 4+1-0=— 2
3 3 P
b) | 1 1 1 1 1
.[f(—x)dx=J'(x2+1)exdx=(x2+1)ex — [2xe¥ax=2e-1-2(x-1)e*| = 3p
0 0 0 % 0
=2e-1-0+(-2)=2e-3 2p
)| F este primitiva a lui f = F'(x)= f(x):>—e‘x(—x2+ax+b)+e"‘(—2x+a)=e"‘(x2 +1), 2
pentru orice numar real X
X2—(a+2)x+a—b=x2+1,pentruoricenumérreal X< a=-2si b=-3 3p
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_mate-info
Test 15

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordia 10 puncte din oficiu.

e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p
5p

5p
5p

1. Determinati numarul complex z, pentru care z =37 .

2. Se considera functia f :R—> R, f (x) =2Xx+a, unde a este numar real. Determinati numarul real
a, stiind ca numerele f (0), f(2) si f(1) sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice.
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logs(—x) = Iog3(x2 —2x— 2) .

4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea A={O,1,2,...,9} , patratul acestui

numar sa apartind multimii A.

5p | 5. Se considerd punctele A, B, C si D, astfel incat AB+CD =0. Demonstrati ci AD+CB=0.
5p | 6. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC cu BC =R, unde R este raza cercului circumscris
triunghiului. Calculati masura unghiului A al triunghiului ABC .
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

5p
5p

5p

0 00 100 1 0
1. Se considera matricele O3=|0 0 0, I3=/0 1 0|si A(a)=|0 a |, unde a este numar
0 00 0 01 0 1

o - 9

real.

a) Arétati ca det(A(a)) =1, pentru orice numar real a.

b) Se considerd matricea B(a)=A(a)—1l3, unde a este numdr real. Demonstrati ca, pentru orice
numdr real a, B(a)-B(a)-B(a)=0s.

) Determinati numarul natural nenul n, stiind ca suma elementelor matricei X pentru care
A(2)- X = A(1)+ A(2)+...+ A(n) este egald cu 21.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie X *y = X% +4xy + y2.

5p | @) Aratati ca 1*2=13.

5p | b) Determinati numerele reale X pentru care (X *Xx)x* x2 =61.

5p | ¢) Demonstrati ca existd o infinitate de numere irationale a pentru care numarul a=*1 este natural.
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

. . X—3
1. Se considerd functia f :R >R, f(x)=—"——.
x2+3
3(x+1
5p | @) Ardtati ca f'(x)= (x+1) , XeR.
(x2 + 3) \/ X% +3
. - X
5p | b) Calculati lim ( f (X)) .
X—>+00

5p | ¢) Demonstrati ca x° +2x0 +3>3, pentru orice numar real X.
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2. Se considerd functia f :(0,4) >R, f(x)= x> +Inx.

5p | a) Aratati ca Jg.( f (x)—ln x)dx—ﬁ
p t ) =3
2
5p | b) Calculati j( f(x)- xz)dx .
1

2 —AIn2
5p | c) Aratati ca Il f (ljdx _3-4In"2 :

1 X X 8
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Test 15
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informaticdi
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finald se calculeazi prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. | a+ib=3(a-ib)<2a-4ib=0,unde z=a+ib, a,beR 3p
a=0sib=0,deci z=0 2p
2| $2(2)=f(0)f (1)< (4+a)’ =a(2+a)<>a’+8a+16=a’+2a 2p
6a =-16, deci az—g 3p
3| x=x2-2x-2=x?-x-2=0 2p
X =-1, care convine, sau x =2, care nu convine 3p
4. | Multimea A={0,1,2,...,9} are 10 elemente, deci sunt 10 cazuri posibile 2p
Numerele din multimea A al céror patrat apartine multimii A sunt 0, 1, 2 si 3, deci sunt 4 5
cazuri favorabile P
b= nr. cazuri favorabile ~ 4 2 L
nr. cazuri posibile 10 5 P
5.| AD+CB=AB+BD+CD+DB= 2p
~AB+CD+BD-BD=AB+CD=0 3p
6. .
—|_3C =2R<:>smA=E 2p
sin A 2R
BC =R =sin A:% si, cum AABC este ascutitunghic , obtinem m(<A)=30° 3p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
l.a) 1 a0
det(A(a))=l0 1 a/=1+0+0-0-0-0= 3p
0 01
=1-0=1, pentru orice numar real a 2p
b) 0ao 00
B(a)=/0 0 a|=B(a)-B(a)=|0 0 0 |, pentru orice numar real a 3p
000 00O
00 a?)0 a 0) (0
B(a)-B(a)-B(a)=|/0 0 0|0 0 a|=|0 0 0|=0;, pentru orice numar real a 2p
00 OO0 OO 00O
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c) ) n(n+1)
2
n(n+1) ) 5 .
AQ)+A(2)+...+A(n)=| 0 n > | pentru orice numar natural nenul n si, cum
0 n
3
n(n+1) P
n -2n 4n—-n(n+1)
1 -2 4 2 1)
- n(n+
det A(2)=0, (A(Z)) 'lo 1 22 , obtinem ci X =| 0 (T—Zn
0 0 1 0 0 n
Suma elementelor matricei X este egala cu 3n, deci 3n=21<n=7, care convine 2p
28) | 142=12+4.1.24+22 = 3p
=1+8+4=13 2p
b) X# X = X2 +4X- X+ X2 =6%° (x=!=x)>x<x2=(6x2)>kx2=36x4+24x4+x4=61x4 3p
61x* =61<> x=—1 sau x=1 2p
c) X*1=x2+4x+1=x? +4X+4—3=(X+ 2)2 —3, pentru orice numar real X 2p
De exemplu, pentru a:\/E—Z, unde p este numar prim, p >3, obtinem ca ac€ R\ Q si
a*1=p-3eN, deci existi o infinitate de numere irationale a pentru care numirul a1 | 3p
este natural
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1.a) 2 X
1-Vx*+3-(x-3)-
1y = VX2 +3 3p
(X)_ 2 -
X +3
2.3_%2 3(x+1
_ X2 +3-x243x _ (x+1) XeR -
(x2+3) x> +3 (x2+3) x> +3
b) X 2 l X
_ _ 2 _6x\2
lim (£(x)) = tim | 222 | = him | X2 i [1+62 6"}2: 3p
X—>+00 x—>to| ([y2 L 3 X—>+00 X°+3 X—>+00 X°+3
2(6
x(6-6X) X ;_6j
x2+3 Yo x243 X243 ), o, 3
. 6 —6X \6-6x ( ) . 6—6x\o-6x |- (HFJ _3 2p
= lim | |1+ 5 = lim | |1+ 5 =e
X—>+00 X +3 X—>+00 X +3

) | f'(x)<0, pentru orice xe(—o,~1]= f este descrescitoare pe (—o,—1] si f'(x)>0,
pentru orice x e[-1,+00)=> f este crescitoare pe [~1,+x) si, cum f(-1)=-2, obtinem | 3p

cd f(x)>-2, pentru orice numar real X

X—3>-2x’+3 < x+2 X2+3Z3,pentru orice numar real X, deci X5+2\/X10+323,

2p
pentru orice numar real X
2a) | 3 3 3|3
j(f(x)—lnx)dx:fxzdx:x— = 3p
1 1 3
27 1 26
L _-_ = 2p
3 3 3
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b) | 2 , 2 2
f — = = — . —_ =
j( (x)—x )dx jlnxdx xInx jx de 3p
1 1 1
2
=2In2-x| =2In2-2+1=2In2-1 2p
1
C) 24 2 -2 2
j (j jli In dx = j( Jlnxjdx: LN 3p
1 X 1 xUx? X -2 2 1
2
o1 1o, 1ty §_1|n22:3—4—lr12 2p
8 2 2 8
Test 15
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematici M_mate-info

Test 16
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatici
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL | (30 de puncte)

5p | 1. Determinati numarul de elemente ale multimii A= {x € Z‘—«/g <x<A7 } .

5p | 2. Se considera functiile f:R >R, f(x)=x2—2x+a si g:R—>R, g(x):—x2+2bx+1, unde

a si b sunt numere reale. Determinati numerele reale a si b, stiind ca parabolele asociate celor
doua functii au acelasi varf.

5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 31+ X +31—-x =2.
5p | 4. Aratati ca nu exista nicio multime finita care sa aiba exact 12 submultimi cu 2 elemente.

5p | 5.n reperul cartezian xOy se considerd punctele A(3,4), B(-4,3) si C(5,0). Ardtati ci punctul
H (4,7) este ortocentrul triunghiului ABC .

5p | 6. Calculati cosx, stiind cd X € (O%) si 2(0084 x —sin* x) =-1.

SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)

3 21 100
1. Se considera matricele A={6 4 2|, 1;3={0 1 0|si B=I3+A.
9 6 3 0 01

5p | a) Aratati ca det A=0.
5p | b) Aratati ca matricea 15— T A este inversa matricei B.

Sp | ¢) Dati exemplu de trei matrice U,V, T € /1//3(]1%), de rang 1, astfel incat U +V +T =B.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x*y =Xxy—-3x—-3y+a, unde a
este numar real.

5p | @) Determinati numarul real a pentru care (—1) *1=0.

5p | b) Determinati numarul real a pentru care legea de compozitie ,,*” admite element neutru.

5p | ¢) Demonstrati cd, dacd a e [12,+), atunci multimea [3, +o0) este parte stabild a lui R Tn raport cu

legea de compozitie ,, *”.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f :(0,+00)—(0,1), f(x)= Ix+1-+x.

5p | &) Aratai ca f'(x):%(ﬁ—%j, x €(0,+00).

3 Jn
5P | b) Calculati lim (—+f'(1)+f'(2)+...+f'(n)j :

N—-+o0

5p | ¢) Demonstrati ca functia f este bijectiva.
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2
2. Se considera functia f:R >R, f(x)= :( .
XT+1
1 1
5p | @) Aratati ca j(x4 +1) f(x)dx==.
0 3
: r
5p | b) Demonstrati ca I f(x)dx < .
0
1
5p | c) Se considera primitiva F alui f pentru care F(1)=0. Calculati IF(x)dx.
0
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. ¢)

Matematicd M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 16
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
o Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL | (30 de puncte)
L] 3<—5<-2si 2<+/7<3,deci A={-2,-1,012} 3p
Multimea A are 5 elemente 2p
2. _ _ 2
Parabolele asociate celor doua functii au acelasi varf, deci % = 22b si 4a4 4 = 4b 4+ 4 3p
b=1,deci a=3 2p
3| 14 x+1-x+3-31+x-3— x(§/1+ X + 31— x) =8 i, cum 1+x+31-x=2, obtinem 5
p
2+6-+x-J-x=8
J(1+x)(1—x) =1, deci x=0, care convine 2p
4. | Numarul de submultimi cu 2 elemente ale unei multimi cu n elemente, n> 2, este egal cu
n(n-1 2
2
n(n-1) 2 . : Y
=12<n°-n-24=0, care nu are nicio solutie numar natural 3p
5. . 1 .
mBHZ% §1 mACZ_ijBH‘mACZ_l, dECi BH 1L AC §1, cum AHﬁBHz{H} y 3p
obtinem ca H este ortocentrul triunghiului ABC
6. 2(cos2 X —sin® x)(cos2 X +sin® x) — 1, deci 2(2cos2 x—l) -1 3p
2 1 . T . 1
Cos“ x== si,cum X €| 0,= |, obtinem COSX =— 2p
4 2 2
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.a) 321
detA=|6 4 2/=36+36+36-36-36-36= 3p
9 6 3
=108-108=0 2p
b) 30 20 10 . L1 o 10
A-A=|60 40 20 =10A:>(I3—1—1A]-B= I3+A—1—1A—1—1A-A= I3+HA—1—1A= I3 3p
90 60 30
B(Ig—iAjz I3—iA+ A—iA-Az I3+9A—EA= I3, deci matricea I3—1A este
11 11 11 1 1 11 2p
inversa matricei B
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c) 4 21 000 000
Consideram U={0 0 O|,V=/6 5 2|siT={0 0 0], pentru care rangU =1, 3
000 000 9 6 4 P
rangV =1sirang T =1
4 2 1 4 2 1
CumU+V+T=|6 5 2|siB=6 5 2|, obtinem cd matricele U,V, T e A%(R) 5
9 6 4 9 6 4 P
aurangul 1 si U +V +T =B
2a) | (-1)*1=(-1)-1-3-(-1)-3-1+a=a-1 3p
a-1=0sa=1 2p
b) | Exista e R astfel incat x*e=e* X=X, pentru orice numar real X < xe—3x—-3e+a=X, 5
pentru orice numar real X P
x(e—4)—3e+a=0, pentru orice numar real x<>e=4 si a=12 3p
C) | xxy=xy—3x—3y+9+a-9=(x-3)(y-3)+a—9, pentru orice numere reale x si y 2p
Pentru orice X,ye[3,+oo), X—32>0si y—3>0 si, cum ae[12,+oo), obtinem X*y>3, 3
deci multimea [3, +oo) este parte stabild a lui R in raport cu legea de compozitie ,, *”’ P
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1.a) f'(x)=(\/x+1)'—(x&)'= 2p
_ 1 _ 1 _1( 1 _LJ XE(O +oo) 3
20x+1 2Jx  2\Ux+1 x)' ’ P
b) 1( 1 1.1 1 1 1J 1( 1 J
f'Q)+f'(2)+...+ f —_— == =-1],
B+ ()= 2\J1+1 \/i 2+ \/_ \/n+1 Jn) 2(Un+1 2p
pentru orice numar natural nenul n
lim (§+f'(1)+f'(2)+...+f'(n)]ﬁ— jim (311 ﬁ: T
n—+oo\ 2 N—>+o0 2 2«/n+1 N—>+o0 2-/n+1
Jn 3p
1 2n \onit 1 5
= lim || 1+ =e2 =+je
N—>-+00 ( 2\/n+1j
c) .
Pentru orice x e (0,+0), Vx+1>/x>0, deci —— <0= f'(x)<0=f este
VX \/_ ) 2p
strict descrescatoare pe (0,+), deci f este injectlva
lim f(x)=1, lim f(x)=0, f monotona si continud pe (0,+), deci Im f =(0,1)= f
x—0 X—>-+00 3p
este surjectiva, de unde obtinem cd f este bijectiva
2a) | 1 1 31
J.(x4+1)f(x)dx=_|.x2dx=x— = 3p
0 0 310
1 1
=-_0== 2
3 3 P
b) 1 1 1 (x?)
X 1
xa[O,l]:>x2£x,deci jf(x)dx:j :( x<j 1j (2) dx=larctg(x2) = 3p
5 X+l oxt +1 ZO(XZ) 41 2 0
1 1 17z 7«
=—arctgl——arctg0=—-—=— 2
2 J 2 d 2 4 8 P
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c)| 1 1 1 1 1.3
F(x)dx=|x'F(x)dx=xF(x)] —|xf(x)dx=F(1)- 3
[F (e[ F (e xE ()t ()ae=F @)= 7 :
1(x* +1) 1
_1 uolx:—lln(x‘ul) ~ L2 2p
4O x4 +1 4 0 4
Test 16
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_mate-info

Test 17
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL | (30 de puncte)
. . 4
S5p | 1. Aratati ca, daca 72+7+2=0 , unde z este numar complex, atunci 2%+ — = -3.
z
5p | 2. Se considera functia f:R —>R, f(x)={2x}, unde {x} reprezinta partea fractionard a lui X.
. 1 .
Aritati ca f (X + E) = f (x), pentru orice numar real X.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 31 — 3% = 2%*2 _p*+1,
5P | 4, Calculati probabilitatea ca, alegind un numar a din multimea A= {\/5 NN 25} ,
numerele 3, 4 si a sa reprezinte lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic.
. . . e e T s
Sp | 5. Se consideri paralelogramul ABCD si punctele M si N astfel incat AM :ZAC si AN =§AB.
Demonstrati ca punctele D, M si N sunt coliniare.
. . . . 1({AB A
5p | 6. Aratati ca, daca ABC este un triunghi oarecare, atunci cosA< — —+—C .
2\ AC AB
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1 2 1 X+2y+z=0
1. Se considera matricea A(m) =[2 m 1] sisistemul de ecuatii {2Xx+my+z=0, unde m este
1 -3 2 X—3y+2z=0
numar real.
5p | @) Aritati ca det(A(m)) =m-9, pentru orice numar real m.
3P | b) Determinati numirul real m pentru care sistemul de ecuatii admite solutii diferite de (0,0,0) .
5p | c) Pentru m =9, se considera (X, Yg,Zg) o solutie a sistemului de ecuatii, cu Xy, Yo $i Zo numere

5p
5p
5p

2 2 2
X0+ Yo — %o
4 yir s
2. Pe multimea numerelor intregi se defineste legea de compozitie X*y = Xy +5x+5y +20.

a) Aratati cd 2*(-1) =23.

reale astfel incat (Xo, Yo.2g)#(0,0,0) . Calculati

b) Demonstrati ca e =—4 este elementul neutru al legii de compozitie ,, *”.

c) Pentru r €{0,1,2}, notam cu A(r) multimea numerelor naturale care au restul r la impdrtirea cu

3. Determinati numerele r €{0,1,2} pentru care A(r) este parte stabild a lui Z Tn raport cu legea de

compozitie ,,*”.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f :(-1+0) >R, f(x)=(x —1)(eX —e) .
5p | a) Ardtati ca f'(x)=xe* —e, xe(-1+w»).
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5p | b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f , in punctul de abscisa x =1, situat pe graficul
functiei f .
5p | ¢) Determinati punctul de extrem al functiei f .
In(x+2
2. Se considera functia f :(-2,4+0) >R, f(x)= # .
X“+1
1
f(x
5p | a) Aratati ca J.(—)dx =z,
In(x+2) 4
0
1 X
5p | b) Calculati lim = [ f (t)dt.
x—0 X 0
1
o arctg x z
5p | €) Aratatica || f(x)+——— |dx==In3.
P | ©) ’ -([ ( () X+2 j 4
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Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

Test 17

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1.
22+z+2:0:>z¢0§iz+g:—1 2p
z
22 4 4
z+—| =1, deci 22+4+—=1,deundeobtinem 2+ -3 3p
z 72 ’ 72
2. 1 1
fl X+=|=12| X+= | ={2X+1} = 2
( 2] { ( 2]} 2y P
={2x} = f (x), pentru orice numar real X 3p
3.1 3*(3-1)=2"1(2-1) 2.3 =2 5 3 =2* 3p
x=0 2p
4. | Multimea A are 23 de elemente, deci sunt 23 de cazuri posibile 2p
Numerele a din multimea A astfel incat 3, 4 si a sa fie lungimile laturilor unui triunghi
dreptunghic sunt J7 (daca a este lungimea unei catete) si J25 (dacd a este lungimea | 2p
ipotenuzei), deci sunt 2 cazuri favorabile
_ nr. cazuri favorabile ~ 2 1
nr. cazuri posibile 23 P
T T e —
DM = DA+ AM = DA+~ AC = DA+ (AB+AD)=(AB-3AD| 2p
4 4 4
DN = DA+ AN = DA+ 2 AB —<(AB ~3AD) ~ DM , deci DM si DN sunt coliniari, de | -
unde obtinem ca punctele D, M si N sunt coliniare
°| AB_AC_AB?+AC? 2
AC AB AB-AC
2 2 pe2? 2 2
Cum cosA= AB” + AC” —BC < AB” + AC , obtinem cosA<1 E+A—C 3p
2AB-AC 2AB-AC 2\ AC AB
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 1 2 1
det(A(m))=2 m 1/=2m+(—6)+2-m—(-3)-8= 3p
1 -3 2
=m+5-14=m-9, pentru orice numar real m 2p
b) | Sistemul de ecuatii este omogen, deci admite solutii diferite de (0,0,0) < det(A(m))=0 3p
m=9 2p
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c) 1 2 1 L o
A(9)=|2 9 1|, det(A(9))=0 si - #0=>rang(A(9))=2, deci solutiile nenule
1 -3 2 3p
ale sistemului de ecuatii sunt de forma (—%a,%a,a}, unde o € R*
2 2 2 490[2 +i2—a2 2
Xo+Yo—2Z __25 25 _25a” 1 2
X2 +ye+122  49a° +a72 , 75a% 3
25 25

2a) | 2#(-1)=2-(-1)+5-2+5-(-1)+20= 3p

=-2+10+(-5)+20=23 2p

b) | x#*(—4)=x-(-4)+5x+5-(-4)+20=—-4x+5x+(-20)+20=X, pentru orice numr intreg X 3p
(—4)*x=(-4)-x+5-(—4)+5x+20=—4x+(—20)+5x+20=x, pentru orice numdr ntreg X,

deci e =—4 este elementul neutru al legii de compozitie ,, *” 2p
€) | Cum 000=20, 0e A(0) si 20 A(0), multimea A(0) nu este parte stabila a lui Z n 1p
raport cu legea de compozitie ,, *”
x,yeA(1)=x=3m+1si y=3n+1,unde mneN= x*y=9mn+18m+18n+31leA(1), )
deci A(l) este parte stabilda a lui 7 in raport cu legea de compozitie ,,*”, deci r =1 convine P
X,yeA(2)=x=3k+2 si y=31+2,unde k,1 e N= x*y =09kl +21k + 21l + 44 € A(2), )
deci A(2) este parte stabild a lui 7 in raport cu legea de compozitie ,,*”, deci r =2 convine P
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1a) | f/(x)=eX—e+(x-1)e* = 3p
=e‘—e+xe*—e*=xe"—e, xe(-1+x) 2p
b) | f(1)=0, f'(1)=0 2p
Ecuatia tangentei este y — f (1)= f '(1)(x—1), adicd y=0 3p

c) f"(x)=(x+1)e* >0, pentru orice xe(—~1,+x)= f" strict crescitoare pe (—1,+%) si,
cum f’(1)=0, obtinem cd f'(x)<0, pentru orice xe(-11) si f'(x)>0, pentru orice | 3p

Xe (1, +oo)
Cum f este strict descrescatoare pe (—1,1), f este strict crescatoare pe (1, +oo) si T este )
continua in Xy =1, obtinem cd X, =1 este punctul de extrem al functiei f P
2a) | 1 f(x 1 1
j#dx = 21 dx=arctgx| = 3p
oIn(x+2) " ox*+1 0
=arctgl-arctg0 = % 2p
b) X
f(t)dt

, , o £ ® _f(x) . In(x+2) 3p

Din regula lui ’Hospital, lim =——=lim ——=Ilim ———==
x—0 X x—»0 1 x=>0  x° 41
=In2 2p
c) |1 1 1 '
~[(f(x)wt("lr(:tgx]dx=.|'( 21 -In(x+2)+arctgx-ijdx=~f(arctgx-ln(x+2)) dx = 3p
0 X+2 o\X"+1 X+2 5
1 T
=arctgx-In(x+2) =arctgl-In3—arctg0-|n2=zln3 2p
0
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematici M_mate-info
Test 18

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informaticai
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordia 10 puncte din oficiu.

e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

5p
5p

5p
5p

5p

1. Aratati ca, daca z=3+1, unde z este numar complex, atunci 72 -62+10=0.

2. Se considerd functiile f:R >R, f(x)=x*-4x si g:R >R, g(x)=x?+2x—6. Determinati
abscisa punctului de intersectie a graficelor functiilor f si g .

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia V2x+3=x+1.

4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea numerelor naturale de doua cifre,
produsul cifrelor sale sa fie un numar prim.

5. Tn reperul cartezian xOy se considerd punctele A(-12) si B(3,-1). Stiind ca punctul M este

simetricul lui A fatda de B si punctul N este simetricul lui B fatd de M, determinati coordonatele

punctului N .
5p | 6. Aratati ca, dacd X e [0721 si Sin X+ C0SX = €0s2X , atunci sinx —cosx = —1.
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
22 0 0 1 00
1. Se considera matricele A(x)=| 0 1 2x|si I3=|0 1 0/, unde x este numar real.
0 0 1 0 01

5p
5p
5p

5p
5p
5p

a) Aratati ca det(A(1))=2.

b) Demonstrati ca A(x)-A(y)= A(x+Y), pentru orice numere reale x si y.

¢) Determinati rangul matricei B=A(1)- A(2)- A(3)- 5.

2. Pe multimea numerelor rationale se defineste legea de compozitie x*y = x2y? —2x% —2y? +6.

a) Aratati cad 1*1=3.
b) Aratati ca X* Yy = 2, pentru orice numere rationale X si Y.

¢) Determinati perechile (m,n) de numere Tntregi pentru care m#n=3.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

5p
5p

5p

5p

1. Se considera functia f :(-1+0) >R, f(x)= x? +2x-2In(x+1).

2x(x+2)
X+1

a) Aratatica f'(x)= , Xe(=1+x).

b) Determinati numarul real ae(-1+w), stiind ca tangenta la graficul functiei f n punctul

A(a, f (a)) este paraleld cu dreapta de ecuatie y =3x +2020.
¢) Demonstrati ca (x +1)2 >2In(x+1)+1, pentru orice X € (-1 +x).

2. Se considera functia f:R—> R, f(x)=\/X2+2. Pentru fiecare numar natural nenul n, se

1
considerd numarul |, = I x"f (x)dx.
0

3
a) Aratati ca I f2 (x)dx=15.
0
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5p ‘ b) Demonstratica lim I,=0.
nN—+o0

5p ’ c) Aratati ca (n+2)1,+2(n-1)1,_, =3V3, pentru orice numar natural n, n>3.
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematicd M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Test 18
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informaticai
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazi prin impértirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L) 22 -62+410=(3+i)" —6(3+1)+10=9+6i+i’ ~18—6i +10 = 3p
~9+(-1)-8=0 2p
2. f(x):g(x)<:>x2—4x=x2+2x—6<:>—6x=—6 3p
x=1 2p
3| 2x+3=(x+1)° = 2x+3=x2+2x+1=> x> =2 2p
x =—/2 , care nu convine sau x =~/2 , care convine 3p
4. | Multimea numerelor naturale de doua cifre are 90 de elemente, deci sunt 90 de cazuri 9
posibile p
Numerele naturale de doua cifre care au produsul cifrelor un numar prim sunt 12, 21, 13, 5
31,15, 51, 17 si 71, deci sunt 8 cazuri favorabile P
_ nr. cazuri favorabile ~ 8 ~ 4 1
nr. cazuri posibile 90 45 P
> | B este mijlocul segmentului AM = xg =w si Vg ZW' deci M (7,-4) 2p
M este mijlocul segmentului BN = X, = BN g v =w , deci N (11,-7) 3p
6.1 sinx+cosx=cos2x <> sinx+cosx = cos? x—sin? x < sin x+cosx = (cosx+sin x)(cosx—sinx) | 3p
Cum XG[O,z},ob‘;inem cosx—sinx =1, deci sinx—cosx =-1 2p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 2 0 0 2 0 0
A(1)=|0 1 2|=det(A(1))=[0 1 2= 2p
0 0 1 0 0 1
=2+0+0-0-0-0=2 3p
b) 2 0 0)2Y 0 0) (22 0 0
A(x)-A(y)=| 0 1 2x|[ 0 1 2y|=l O 1 2y+2x|= 2p
0 0 1190 1 0 0 1
2V 0 0
=| 0 1 2(x+y)|=A(x+yY),pentruorice numere reale x si y 3p
0 O 1
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c) 2.1 0 0
B=A(1+2+3)-13=A(6)-l3=| 0 0 12 2p

0 0 0

2°-1 0 6

Cum detB =0 si 1 12(2 —1)¢O,ob§inern ca rangul matricei B este egal cu 2 3p
28) | 1%1=1212-2.12-2.1% 1 6= 3p
=1-2-2+6=3 2p
b) X2y? - 2x2 —2y? +6=2¢ X2 (y2 -2)-2(y? ~2) =0 (* -2)(y? - 2) =0 3p

x% =2 sau y2 =2, ceea ce este imposibil pentru orice numere rationale x si y, deci x*y=2| 2p

9 | m?n? -2m? - 2n? +6 =3 & m?n? - 2m? - 2n? + 4=1 (m? ~2)(n? -2) =1 2p

m si n sunt numere intregi=m? —2=n?-2=-1sau m?>-2=n?-2=1, deci m® =n? =1

3
sau m? =n? =3, de unde obtinem perechile de numere intregi (-1-1), (-11), (1,-1), (1,2) P
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1.a) 2
f'(x)=2x+2-——= 3
( ) X+1 P
2 —2  2x(x+2
_2XT+4AX+2-2 (x+ ),XG(—L+oo) 2
x+1 X+1
b) | Tangenta la graficul functiei f Tn punctul A(a, f (a)) are panta egald cu f'(a) si, cum )
dreapta de ecuatie y =3x+2020 are panta egald cu 3, obtinem f'(a)=3 P
2a(a+2
(—1)=3<:>2a2+a—3=0 si, cum a €(—1+o0), obtinem a=1 3p
a—+

c) | f'(x)<0, pentru orice xe(-10]= f este descrescitoare pe (-1,0] si f'(x)=0, pentru
orice x e [0,+oo) = f este crescatoare pe [O, +0) = f(x)= f(0), pentru orice x € (-1+w) | 3p
si, cum f (0)=0, obtinem f (x)>0, pentru orice x € (—1,+)

X2 +2x>2In(x+1) = (x+1)* > 2In(x+1)+1, pentru orice X € (=1 +o) 2p
24a) | 3 3 3 3
jfz(x)dx=f(x2+2)dx= X iox|| = 3p
0 0 8 0
—9+6—15 2p
b) il 5
0<lI —jx f( J X"VXZ + dX<\/_J.X dx = \/_ —= | pentru orice numar
T n+l 3p
natural nenul n
cum lim 3 _0, obtinem lim I, =0 2p
n—>+oN+1 N—>-+0
C) 1 1Xn(X +2) 1
= X2 +2dx = dx = [x"*L. dx+2[x" -2 _dx= 2p
'([ !)‘ X +2 g \/X2+2 I VX2 +2

1 \ .

=jx”*1(\/x2 +2) dx+2jx”1(\/x2 +2) dx=+/3=(n+1)1, +2+/3-2(n-1)1,_, si obtinem
3p

0 0

(n+2)1,+2(n-1)1,_, =33, pentru orice numar natural n, n>3
Proba scrisa la matematica M_mate-info Test 18

Barem de evaluare si de notare

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd

Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica-informatica
Pagina 2 din 2



Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)

Matematica M_mate-info

Test 19
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordi 10 puncte din oficiu.
o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTUL | (30 de puncte)
5p | 1. Se considera progresia geometrica (bn )n>1 Cu by =2 siratia q= J5. Calculati partea intreaga a lui
by .
5P | 2. Se considerd functia bijectiva f:R—>R, f(x)=2x—3. Determinati abscisa punctului de
intersectie a graficelor functiilor f si f7.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, (2X2 + X +1) —log, (X2 - X+ 2) =1.
5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea numerelor naturale de doua cifre, suma
cifrelor sale sa fie divizibila cu 11.
5p | 5. Se considera vectorii G=i + j si V=ai —2], unde a este numir real. Determinati numirul real
2 2 o2
a pentru care |t +V|" = d]” +|v|".
e g V4 I . V4
5p | 6. Aratati i, daca X e (O,Ej astfel Tncét sinx +cosx = /2 cosx , atunci x = 5
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
m 1 1 mx+y+z=1
1. Se considera matricea A(m) =2 m+1 1 si sistemul de ecuatii < 2X+ (m +1) y+z=2 ,
1 1 m+1 X+y+(m+1l)z=m+1
unde m este numar real.
5p | a) Aratati ca det(A(0))=0.
5p | b) Demonstrati ca, pentru m = —3, sistemul de ecuatii NU are solutii.
5p | ¢) Demonstrati cd, pentru orice numar real m, sistemul de ecuatii are cel mult o solutie.
. . 1_ 1_
2. Pe multimea numerelor complexe se defineste legea de compozitie 7,02, =2+, _Ezl _EZZ ,
unde Z este conjugatul lui z.
5p | @) Aratati ca (1+i)<(1-i)=1.
5p | b) Se considerd H ={2+bi|b GR}. Ardtati cda H este parte stabila a lui C Tn raport cu legea de
compozitie ,,° .
5p | ¢) Se considera numarul complex z,. Aratati ca existd o infinitate de numere complexe z cu
proprietatea ca numarul zy oz este real.
SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f :(1,+0) >R, f(x)= Ix®-3x+2.
Xx-=1)(x+1
5p | @) Aratati ca f "(x) = w, X € (1,+0).
3 (x3 —3X+ 2)
Proba scrisd la matematicd M_mate-info Test 19

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica-informatica

Pagina 1 din 2



Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

f
5p | b) Calculati |imﬂ.
x—=1 x-1

5p | C) Aratati cd, pentru orice a € (0,+), ecuatia f (x)=a are solutie unica.
2. Se considera functia f :R >R, f(x)= (X2 + Z)efx .

4

5p | &) Aratati ca J.exf (x)dx=27.
1
€

5p | b) Calculati [ f (Inx)dx.
1

. 1
5p | ¢) Aratati ca lim =

X
f(t)dt=2.
x—>OX'([ ()
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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie
Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. c)
Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Test 19
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematicd-informatica
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finali se calculeazi prin impirtirea la 10 a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL | (30 de puncte)
3
L) b, =bg® =2-45° =105 = /500 2p
484 <500 <529 = 22 < /500 < 23, deci partea intreagd a lui b, este egala cu 22 3p
21 f(x)=fH(x) o f(F(x))=xe2f(x)-3=xe2(2x-3)-3=X 3p
X=3 2p
3. 2 2
Iogzzé +X+1=1:>2); X o xt1=2x% —2x+4 3p
X5 —X+2 X5 —X+2
x=1, care convine 2p
4. | Multimea numerelor naturale de doud cifre are 90 de elemente, deci sunt 90 de cazuri 5
posibile p
Numerele naturale de doua cifre care au suma cifrelor un numar divizibil cu 11 sunt 29, 9
38, 47, 56, 65, 74, 83 si 92, deci sunt 8 cazuri favorabile P
_ nr. cazuri favorabile ~ 8 ~ 4 L
nr. cazuri posibile 90 45 P
> i+v=(1+a)i - j= |0 +v[ =(1+a)’ +1 2p
cum [a” =2 si [v]° =a%+ 4, obtinem a®+2a+2=2+a%+4, deci a=2 3p
6. (sinx + cosx)2 =2¢0s% X <> Sin% X + 25iN XCOS X + COS? X = 2C0S2 X <> Sin 2X = C0S 2X 2p
tg2x =1 si, cum Xe(O,z),obginem 2x=£,deci Xzz 3p
2 4 8
SUBIECTUL al ll-lea (30 de puncte)
1.a) 011 011
A(0)=|2 1 1|=det(A(0))=2 1 1= 2p
111 111
=0+2+1-1-0-2=0 3p
Daca m=-3 si (Xg,Yg.2Zg) este solutie a sistemului de ecuatii, atunci § 2xy — 2y, + 2y =2 2p
Xo + Yo — 229 =2
Prin adunarea celor trei relatii, obtinem 0=1, ceea ce este imposibil, deci, pentru m=-3, 3
sistemul de ecuatii nu are solutii b
©) | det(A(m))=m*+2m?—3m=m(m—1)(m+3), pentru orice numar real m 1p
y+z=1 X+y+z=1
Daca m=0, atunci < 2x+ y+z =2, care nu are solutii, dacd m=1, atunci < 2x+2y+z=2, )
X+y+z=1 X+y+2z=2 P
care nu are solutii
Proba scrisd la matematicd M_mate-info Test 19

Barem de evaluare si de notare

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd

Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
Pagina 1 din 2



Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

meR\{-3,0,1} = det(A(m)) #0, deci sistemul de ecuatii are solutie unicd si, cum pentru

2
m = -3, sistemul nu are solutii, obtinem ca sistemul de ecuatii are cel mult o solutie P
2.a
) (1+i)o(1—i)=1+i+1—i—%(1—i)—%(1+i)= 3
EPSNEIRE VI S T 2p
2 2 2 2
b) - . . .1 41 .
21,2eH =>z=2+bi si z,=2+ci, b,ceR=>7-7, =2+b|+2+CI—§(2—bI)—§(2—CI)= 3p
- 1. 1. 3 . . e RPN
=4+bi+ci —1+§b| _l+§CI = 2+§(b+c)l eH ,deci H este parte stabila a lui C n raport 20
cu legea de compozitie ,,¢ ”
C) | Dacd zy=a+ib, cu a,beR, pentru z=x-ib, unde x este numdr real oarecare, obtinem
3
zooz=a+ib+x—ib—%(a—ib)—%(xﬂb): P
=%a+lx € R, deci exista o infinitate de numere complexe z cu proprietatea ca numarul 2

Zg oz este real

SUBIECTUL al Ill-lea

(30 de puncte)

1.a) LYy 4 _2
' _ (3 _ 3 2 a)\_
f'(x)= [( 3x+2) J —3(x 3x+2) (3x 3)— 3p
3(x% -1
IR ) U [CEE I ,
3 2 3 2 p
g/( 3x+2) %/(x ~3x+2)
K im ) i
x>l X—1  xl 3p
x>1
=lim 3/XL2=+oo
x-»1\ x-1 2p
x>1
c) | f'(x)>0, pentru orice xe(L,+w)= f este strict crescitoare, deci injectiva 2p
limf(x)=0, lim f(x)=+0 si f este continui, deci pentru orice a €(0,+x), ecuatia
x—1 X—>-+00 3p
f (x) =a are solutie unica
2.2) | 4 4 3 4
jexf(x)dx=j(x2+2)dx= Xiox|| = 3p
1 8 1
3
A el oo1i6-27 2p
3 3
b) | e e e
J'f(lnx _[ In’ X+2 =f£(|n2x+2)dx=(lln3x+2Inxj - 3p
1 1 1 X 3 1
=1In e+2|ne——|n 1—2In1=1+2:Z 2p
3 3 3
c) -F
Dacéd F este 0 primitivd a lui f , atunci lim = j dt—IlmM= lim f (x)= 2p
x—0 X x—0 X x—0
2
_im X2, 3p
x—0 ¥
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